Chapitre V

Algèbre linéaire, diagonalisation

1. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices A (traiter les exercices 1 et 2 parallèlement ) :

1°) 
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5°) 
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rep :  1°) (1  (0,1,1) ; 5  (1,2,1) ; 2  (1,0,0).

2°) 0  (1,1) ; 2  (1,1).


3°) 0   (0,0,1)  ; 1 (1,1,1) ; 3 (3,3,1)

4°) 0  (1,0,1) ; 2 (1,0,1), (0,1,0) (eq. x = z).


5°) 1 (1,0,1)  ; 1  (0,1,1) ;   3 (1,1,1)

6°) 1 (2,1,1) ; 1 (1,2, 1).

2. Pour chacune des matrices A de l'exercice 1, dire si elle est :


a) inversible ;


b) diagonalisable ; expliciter alors D diagonale et P inversible telles que A = PDP1.

3.  1°) Diagonaliser la matrice A =  
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2°) Calculer An, pour n ( N.


3°) Soit (un) et (vn) les suites définies par : 
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Montrer : (n (N 
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. En déduire l'expression de un et vn en fonction de n.

4. Matrice non diagonalisable. Soit A = 
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. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A. En déduire que A n'est pas diagonalisable.

5. Matrice 3-3 diagonalisable avec 2 valeurs propres. Soit A = 
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. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de A. En déduire que A est  diagonalisable.

6. 1°) Que peut-on   dire   d'une   matrice  diagonalisable admettant 1 pour SEULE valeur propre ? Que peut-on dire d'une matrice diagonalisable admettant une unique valeur propre ( ? La matrice 
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est-elle diagonalisable ? inversible ? et la matrice 
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2°) Donner un exemple de chacun des types suivants de matrices : (on donnera des matrices 2-2) 

diagonalisable et inversible ;

             diagonalisable et non inversible ;

non diagonalisable et inversible ;

 non diagonalisable et non inversible.

7. 1°) Montrer que si ( est valeur propre de A, alors (2 est valeur propre de A2,…, (n est valeur propre de An.

2°) Soit A une matrice telle que A3 = 0, avec A2 différent de 0. Montrer que A n'est pas inversible et que 0 est l'unique valeur propre de A. A est-elle diagonalisable ?

3°) Soit A une matrice telle que A3 – 2A2 – A + 2I = 0. Montrer que les valeurs propres de A sont dans {1, 1, 2}.

8. (escp 99 ; également autres espaces vectoriels) Soit M2(R)  l'ensemble des matrices carrées d'ordre 2 muni de sa structure d'espace vectoriel et soit J la matrice            J = 
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1. On considère l'application S de M2(R) dans lui-même qui associe à tout élément M de M2(R) l'élément S(M) = J M J.

Montrer que l'application S ainsi définie est un automorphisme de l'espace vectoriel M2(R). Quel est l'automorphisme réciproque de S ?

Montrer que si M et N sont deux éléments quelconques de M2(R), on a S(MN) = S(M)S(N).

2.  On considère les éléments


I = 
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J = 
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L = 
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Montrer que (I, J, K, L) forme une base de l'espace vectoriel M2(R).

3. Montrer que I, J, K, L sont des vecteurs propres de S. Déterminer la matrice représentant   l'automorphisme S dans la base (I, J, K, L).

4. Soit F l'ensemble des éléments M de M2(R) vérifiant S(M) = M et soit G l'ensemble des éléments M de M2(R) vérifiant S(M) = ( M. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de M2(R) et que tout élément M de M2(R) peut s'écrire d'une manière et d'une seule sous la forme M = M+ + M (  avec M+ ( F et M ( ( G.

A titre d'exemple, déterminer les matrices A+ et A(  lorsque A  = 
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5. a) Montrer que le produit de deux matrices appartenant à F appartient aussi à F. Que peut-on dire du produit de deux éléments de G ?

b) Plus précisément, pour deux matrices M et N  de M2(R), exprimer (MN)+ et (MN)( en fonction de M+, M( , N+ et N( .

9. (inseec 2001) On considère la matrice carrée réelle d'ordre trois : A = 
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 et l'endomorphisme f de R3 de matrice A dans la base canonique de R3.

1) Déterminer une base de lm f et de Ker f.

2) On considère la matrice P = 
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. Montrer que P est inversible et déterminer P(1.

3) a) Déterminer les valeurs propres et les sous espaces propres de f.

b) En déduire l'existence d'une matrice diagonale A' telle que A =P A' P(1.

4) Dans cette question on s'intéresse aux solutions de l'équation matricielle M3 = A (*) où M est une matrice carrée réelle d'ordre 3.

a) Montrer que si M vérifie la relation (*) alors M A = A M.

b) On note X1 = 
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, X2 = 
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, X3 = 
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. Si la matrice M vérifie la relation (*), déduire de la question précédente que X1, X2, X3 sont des vecteurs propres de M .
c) En déduire l'existence d'une matrice diagonale M ' d'ordre 3 telle que M = P M ' P(1. Quelle relation a t- on entre les matrices M ' et A' ?

d) Conclure.

10.  (escp 2001) A.  On considère la matrice A définie par : 
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et on note ( l'endomorphisme de R3 représenté par A dans la base canonique.

1. Montrer que A admet les valeurs propres 1 et 2 et n'en admet pas d'autres. Déterminer les sous-espaces propres associés à ces valeurs propres. La matrice A est-elle diagonalisable ?

2. Soit V un vecteur propre de A associé à la valeur propre 1. Trouver un vecteur W de R3 tel que ((W) = V + W.

3. Soit U un vecteur propre de A associé à la valeur propre 2. Montrer que la famille (U, V, W) est une base de R3.

4. Déterminer la matrice B représentant l'endomorphisme ( dans la base (U, V, W) ainsi qu'une matrice inversible P telle qu'on ait l'égalité B = P(1AP. 

B. On donne les matrices :
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et, pour (a, b, c) ( R3 :



M(a, b, c) = aI + bH + cN.

On considère le sous-ensemble E de M3(R) des matrices M(a, b, c) quand (a, b, c) décrit R3.

1.  Montrer que E est un espace vectoriel, préciser sa dimension.

2. Préciser les conditions que doivent vérifier a, b, c pour que M(a, b, c) soit inversible. Déterminer alors sa matrice inverse.

3. Déterminer les valeurs propres de M(a, b, c). Montrer que M(a, b, c) est diagonalisable si et seulement si c = 0. 

11.  (hec 2001) On note m un paramètre réel et on considère les matrices Hm définies par 
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1°) On suppose dans cette question que m = 2. Déterminer les valeurs propres de la matrice H2 et les sous-espaces propres associés. La matrice H2 est-elle diagonalisable ? Si oui, donner une base de vecteurs propres.

2°) Etudier de même les valeurs propres et les sous-espaces propres de la matrice H0. Cette matrice est-elle diagonalisable ?

3°) a) Montrer qu'il existe un réel a, que l'on déterminera, qui est une valeur propre de la matrice Hm pour toutes les valeurs du paramètre m.

b) Déterminer, pour chaque valeur de m, le sous-espace propre de Hm associé à la valeur propre a. Montrer qu'on peut trouver un vecteur non nul v1 appartenant à tous ces espaces.

4°) soit F le sous-espace de R3 engendré par les vecteurs v2 = (1, 0, 1) et v2 = (1, 1, 0). Déterminer les vecteurs hm(v2) et hm(v3) et montrer que ces vecteurs appartiennent à F pour tout m réel.

5°) En se plaçant dans la base de R3 formée par les vecteurs v1, v2 et v3, déterminer les valeurs de m pour lesquelles la matrice Hm est diagonalisable.

12.  (inseec 2002, extrait ; voir chap VIII) On considère la matrice carrée réelle d'ordre 3 : 
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 et on note ( l'endomorphisme de R3 dont la matrice est A, dans la base canonique b = (e1, e2, e3) de R3.

1) Déterminer le noyau et l'image de (. En déduire que 0 est une valeur propre de (.

2) a) Justifier que la matrice A est diagonalisable. 

b) Vérifier que 4 et 6 sont deux valeurs propres de ( et déterminer les sous-espaces propres associés. 

c) On pose u1 = (e1 + e2 + 2e3 , u2 = e1 + e2 et u3 = e1 ( e2 + e3,  montrer que b' = (u1, u2, u3) est une base de R3 et déterminer la matrice A' de ( dans cette base.

3) Soient (, (, ( trois nombres réels non nuls et P la matrice définie par 
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a) Montrer en utilisant la question précédente que P est inversible.

b) On rappelle que pour toute matrice A = (aij), on appelle transposée de A la matrice, notée tA, définie par tA = (aji), c'est à dire obtenue en permutant les lignes et les colonnes de A, ainsi
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Calculer le produit P.tP et en déduire l'existence de valeurs de (, ( et ( telles que tP = P(1.

Annales  e.m. lyon (ex e.s.c.l)

· escl 88 Soit f : R3  
[image: image32.wmf]®

 R3 , (x, y, z) 
[image: image33.wmf]a

(3x –2y, 2x –4z, y –3z).

1°) Ecrire la matrice A de f dans la base canonique de R3 .

2°) Déterminer les valeurs propres de A. En déduire que A n'est pas inversible et que A est diagonalisable.

3°) Calculer A2, A3. En déduire An, n ( N.

· escl 89 Soit A = M(f, B) = 
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 , B base canonique de R3.

1°) Déterminer une base et la dimension de Ker(f), de Im(f).

2°) Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de f. f est-il diagonalisable ? 

f  est- un automorphisme de R3 ?

3°) Calculer An, pour n ( N.

4°) Déterminer tous les réels x tels que (A – x.I)2 = I (I matrice unité). Existe-t-il un réel   
      x tel que (A – x.I)3 = I ?

· escl 90 Soient f et g les endomorphismes de R3 dont les matrices F et G relativement à la base canonique de  R3 sont :


F = 
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G = 
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1°)   a) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f.

 b) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de g.

2°) Montrer qu'il existe une base de 
R3 formée de vecteurs propres de f et g.

3°) Pour a ( R, soit H(a) la matrice carrée d'ordre 3 suivante :



H(a) = 
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a) Montrer, pour tout a dans R : H(a) = aF + (1 – a)G.


b) Calculer, pour tout a dans R, et tout n dans N*, (H(a))n .

· escl 91 Soit a > 0, A(a) = 
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, et fa l'endomorphisme de R3 dont la matrice   dans la base canonique de R3 est A(a).


1°) a) Calculer les valeurs propres de fa. 



 b) fa est-il diagonalisable ? 


 c) Pour quels a fa est-il un isomorphisme ?

2°) Déterminer une base de R3 formée de vecteurs propres de fa.

· escl 92 L'espace vectoriel R3 est muni de sa base canonique B = (e1, e2, e3).

Soit (a1, a2, a3) dans R3 tel que a1.a2.a3  soit différent de 0.

On considère :

 *  a =  (a1, a2, a3) ;

 *  A la matrice de M3(R) dont le terme situé à la ligne i et à la colonne j vaut ai.aj pour tout (i, j) dans {1,2,3}2.

 *  f l'endomorphisme de R3 de matrice A dans B.

1°) Montrer que a est vecteur propre de f, associé à une valeur propre que l'on déterminera.

2°) Déterminer Ker(f).

3°) Montrer qu'il existe une base de R3 formée de vecteurs propres de f. Donner une telle base et écrire la matrice de f dans cette base.

4°) Calculer An pour  tout n de N.

· escl 93 f est l'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique de R3 , notée (i, j, k), est A :

A = 
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1°)  a) Calculer les valeurs propres de f. On les notera (1, (2, (3 de façon que 



(1 < (2 < (3.

b) En déduire, sans autre calcul, la réponse aux questions suivantes :

A est-elle diagonalisable ?

A est- elle inversible ?

2°) Pour tout p dans {1, 2, 3}, montrer qu'il existe un vecteur propre ep de f associé à la valeur propre (p, dont la p-ième coordonnée dans la base (i, j, k) est 1. Donner les coordonnées de ep dans cette base.

3°) Soit P la matrice de passage de la base (i, j, k) à la base  (e1, e2, e3). Ecrire P. Calculer P(1. Les calculs devront figurer sur la copie.

4°) Pour n dans N*, calculer An. On donnera de façon explicite les 9 coefficients de la matrice An. 

· escl 94 On considère, pour tout réel a, la matrice de M3(R) suivante :



A(a) = 
[image: image40.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

0

0

1

a

0

0

a

1

1

2

2

.

1°) déterminer les valeurs propres de A(a), pour a dans R.

2°) Etudier, suivant les valeurs du réel a, l'inversibilité de A(a) dans M3(R).

3°) On suppose, dans cette question 3°) seulement : a
[image: image41.wmf]1
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 a) Montrer que A(a) est diagonalisable.

 b) Calculer, pour chaque valeur propre de A(a), un vecteur propre de A(a) associé à cette valeur propre.

4°) a) La matrice A(0) est-elle diagonalisable ?

      b) Calculer (A(0))2, (A(0))3 et (A(0))n  pour tout entier naturel n non nul.

· escl 95 On considère la matrice carrée d'ordre 3 réelle :

A = 
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1°) a) Etablir que A admet une seule valeur propre, (, que l'on déterminera.


 b) A est-elle inversible ?


 c) A est-elle diagonalisable ? 

2°) On considère B = A – 3I, où I = 
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  a) Calculer B2.


  b) En déduire, pour tout entier naturel n, l'expression de An en fonction de n.

· escl 96 On considère les matrices carrées réelles d'ordre 3 suivantes:

I = 
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  ;
J = 
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A = 
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1°) Calculer A2 et exprimer J comme combinaison linéaire de I et A2.

2°) a) Calculer les valeurs propres de A (les calculs devront figurer sur la copie) ; On trouvera trois réels (1, (2, (3 que l'on rangera de sorte que (1 < (2 < (3.


b) Pour chaque entier k de {1, 2, 3}, calculer un vecteur propre Xk de A associé à la valeur propre (k de A, tel que l'élément de la première ligne de Xk soit égal à 1.


c) En déduire une matrice carrée réelle d'ordre 3, inversible, de première ligne égale à 

(1  1  1), telle qu'en notant D = diag((1, (2, (3) , on ait : A = PDP(1.

3°) Soit a, b, c des réels  et M = 
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a) Exprimer M comme combinaison linéaire de I, A, J, puis comme combinaison linéaire de I, A, A2.


b) En déduire une matrice diagonale réelle 
[image: image48.wmf]D

 d'ordre 3 telle que M = P  
[image: image49.wmf]D

P1, où P est la matrice obtenue à la question 2°)c).

· escl 97 (nouveau programme) Soit a, b, c trois réels tous non nuls et M la matrice carrée d'ordre 3 suivante :





M = 
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1°) a) Montrer : M2 = 3M.

b) En déduire que l'ensemble des valeurs propres de M est inclus dans{0, 3}.

2°) a) Déterminer les valeurs propres de M, et, pour chaque valeur propre, une base du sous-espace propre associé. 

b) La matrice M est-elle diagonalisable ?


On note :


P = 
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3°)  a) Calculer PQ. Montrer que P est inversible. Quelle est son inverse ?

b) Vérifier : M = PDP1.

4°) Déterminer l'ensemble des matrices Y de M3(R) telles que DY – YD = 3Y.

5°) Montrer que l'ensemble des matrices X de M3(R) telles que MX –XM =3X est un espace vectoriel de dimension 2 sur R.

· escl 98 Dans l'ensemble des matrices carrées réelles d'ordre 3, on note :



I = 
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A = 
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1°) a) Calculer A2 et A3.

 b) En déduire que A n'est pas inversible  et que A admet pour unique valeur propre 0. 

 c) Déterminer une base du sous espace propre de A associé à la valeur propre 0. 

 d) La matrice A est-elle diagonalisable ?

2°) On note, pour tout réel a, M(a) = I + 2 a A + 2 a2 A2, et E l'ensemble des matrices M(a) lorsque A décrit R. Calculer, pour tout couple (a, b) de réels, le produit M(a)M(b) et montrer que ce produit appartient à E.


En déduire que, pour tout réel a, M(a) est inversible et préciser son inverse.

3°) Soit a un réel non nul.


a) Montrer que tout vecteur propre de A est vecteur propre de M(a).


b) Calculer (M(a) – I )3. En déduire que M(a) admet 1 pour seule valeur propre. 
Préciser une base du sous espace propre associé à la valeur propre 1.


c) La matrice M(a) est-elle diagonalisable ?

· escl 98 bis (sujet de secours) M3(R)  désigne l'ensemble des matrices carrées d'ordre 3 à coefficients réels.

On considère les matrices carrées d'ordre 3 :
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1.  Déterminer les valeurs propres de A, et, préciser, pour chaque valeur propre, une base du sous-espace propre associé.

La matrice A est-elle diagonalisable ?

On note P = 
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2. Montrer que P est inversible et que : P1 = 
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3. Vérifier :
A = P D P1

et B = P E P1  .

On se propose de déterminer l'ensemble S des matrices X de M3(R) vérifiant :



(1) 
[image: image62.wmf]î
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4.  Montrer que S est un sous espace vectoriel de M3(R).

5. a. Soit X ( M3(R) ; on note Y = P1 X P . Montrer que X vérifie (1) si et seulement si Y vérifie :

(2)
[image: image63.wmf]î
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b.  Déterminer l'ensemble des matrices Y de M3(R) vérifiant (2).


c.  En déduire une base de S et la dimension de S.

· escl 99      On considère les éléments suivants de M3(R) :

I = 
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J = 
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K = 
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1.a. Justifier (sans calcul) que J est diagonalisable, que J n'est pas inversible, et que 0 est valeur propre de J.

b. Calculer J 2 et exprimer J 2 en fonction de I et K.

2.a. Calculer les valeurs propres de J et déterminer une base de M3,1(R) formée de vecteurs propres pour J. En déduire que P1 J P est une matrice diagonale que l'on explicitera.

b. Montrer, en utilisant 1.b et 2.a, que P1 K P est une matrice diagonale que l'on explicitera.

3. Soit (a,b,c) ( R3. On considère l'élément suivant de M3(R) : M = 
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a. Montrer que M s'exprime simplement en fonction de I, J, K et a, b, c.

b. En déduire que P1 M P est une matrice diagonale que l'on explicitera.

Trouver une matrice X de M3(R) telle que : X2 = 
[image: image69.wmf]÷
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(  escl 2000 On considère la matrice carrée réelle d'ordre trois : 
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 et l'endomorphisme f de R3 de matrice J dans la base canonique de R3 .

On considère, pour tout nombre réel a , la  matrice carrée réelle d'ordre trois : 
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1. a. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f .

b. Montrer que J est diagonalisable. Déterminer une matrice réelle diagonale D d'ordre trois et une matrice réelle inversible P d'ordre trois telles que 
[image: image72.wmf]1
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c. En déduire que, pour tout nombre réel a, il existe une matrice réelle diagonale 
[image: image73.wmf]a
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 d'ordre    trois, que l'on calculera, telle que 
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d. Quel est l'ensemble des nombres réels a tels que 
[image: image75.wmf]a
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 soit inversible ?

2.  On se propose, dans cette question, de déterminer l'ensemble des nombres réels a tels qu'il existe une matrice X carrée réelle d'ordre trois vérifiant 
[image: image76.wmf]a
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a. Soient un nombre réel et X une matrice carrée réelle d'ordre trois tels que 
[image: image77.wmf]a
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() Montrer que X commute avec 
[image: image78.wmf]a

M

, puis que X commute avec J .


() On note h l'endomorphisme de R3 de matrice X dans la base canonique de R3 .


Déduire de la question précédente que tout vecteur propre de f est vecteur propre de h .


() Etablir qu'il existe une matrice réelle diagonale ( d'ordre trois telle que 
[image: image79.wmf]1
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 et 

montrer : 
[image: image80.wmf]a
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() En déduire : 
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b. Réciproquement, montrer que, pour tout nombre réel a supérieur ou égal à 2, il existe une matrice carrée réelle X d'ordre trois telle que 
[image: image82.wmf]a
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 .

c. Conclure .

( escl 2001. On considère la matrice carrée réelle d'ordre 4 : A = 
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÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

1

1

0

0

1

0

1

0

1

0

0

1

1

0

0

1

, et f l'endomorphisme de R4 dont la matrice dans la base canonique B = (e1, e2, e3, e4) de R4 est A.

1°) Montrer que A n'est pas inversible. En déduire que 0 est valeur propre de A.

2°) a) Calculer A2, A3, A4.

b) Etablir que 0 est la seule valeur propre de f.

c) Déterminer la dimension du noyau de f.

d) Est-ce que f est diagonalisable ?

3°) On note (1 = e1, (2 = f((1), (3 = f((2), (4 = f((3), et C = ((1, (2, (3, (4).

a) Montrer que C est une base de R4.

b) Déterminer la matrice N de f relativement à la base C de R4.

4°) Existe-t-il un automorphisme g de R4 tel que g ( f ( g(1 = f 2 ?  

( escl 2002 On considère les deux matrices carrées réelles d'ordre quatre suivantes :
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Les questions 2 et 3 sont indépendantes entre elles.

1°) a)  Calculer K2.

b) En déduire que la matrice K est inversible et déterminer K(1.

c) Montrer que la matrice K n'admet aucune valeur propre réelle.

2°) Soient a et b deux nombres réels.  On note M la matrice définie par M = aI + bK.

Montrer : M2 = ((a2 + b2)I + 2aM.

b) En déduire que, si (a, b) ( (0, 0), alors la matrice M est inversible, et exprimer son inverse comme combinaison linéaire de I et M.

c) Application : donner l'inverse de la matrice
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3°) On note B = (e1, e2, e3, e4) la base canonique de R4, et f l'endomorphisme de R4 associé à la matrice E relativement à la base B. On considère les quatre éléments suivants de R4 :



v1 = e1,

v2 = f(e1),
v3 = e3,

v4 = f(e3).


a) Montrer que la famille C = (v1, v2, v3, v4)  est une base de R4.

b) Exprimer f(v1), f(v2), f(v3), f(v4) en fonction de v1, v2, v3, v4 et en déduire la matrice K' associée à f relativement à la base C.

c) Déterminer la matrice de passage P de la base B à la base C.

d) Rappeler l'expression de K' en fonction de K, P et P(1.

(   escl 2003 On note M3(R) l’ensemble des matrices réelles d’ordre 3 et on considère les matrices suivantes de   M3(R) :
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Première partie

1. Calculer A² et A3, puis vérifier : A3 = A² + 2A.

2. Montrer que la famille (A, A²) est libre dans M3(R) .

3. Montrer que, pour tout entier n supérieur ou égal à 1, il existe un couple unique (an,bn) de nombres réels tel que : An= anA+bnA², et exprimer an+1 et bn+1 en fonction de an et bn.

4. Ecrire un programme, en Pascal, qui calcule et affiche an et bn pour un entier n donné supérieur ou égal à 1.

5. a. Montrer, pour tout entier n supérieur ou égal à 1 :

an+2 = an+1 + 2an.


b. En déduire an et bn en fonction de n, pour tout entier n supérieur ou égal à 1.

c. Donner l’expression de An en fonction de A, A², n, pour tout entier n supérieur ou égal à 1.

Seconde partie

On note f l’endomorphisme de R3, dont la matrice, relativement à la base canonique (e1, e2, e3) de R3, est A.

1. Déterminer une base de Im(f) et donner la dimension de Im(f).

2. a. Est-ce que f est diagonalisable ?

b. Est-ce que f est bijectif ?

3.   Déterminer les valeurs propres de f, et donner, pour chaque sous-espace propre de f, une base de ce sous-espace propre.

4. Déterminer une matrice diagonale D, dont les termes diagonaux sont dans l’ordre réel croissant, et une matrice inversible P dont la troisième ligne est formée de termes tous égaux à 1, telle que A=PDP(1, et calculer P(1.

5. Déterminer l’ensemble des matrices M de M3(R) telles que : AM + MA = 0 .

Annales E.S.C.

· esc 97 On note B = ( e1, e2, e3) la base canonique de R3 . Soit f l'endomorphisme de R3  dont la matrice dans la base B est :





A  =
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1. a) Soit u1 = e1 + e2. Calculer les coordonnées de f(u1) dans la base B. Que peut- on en déduire pour u1 ?
b) En utilisant la méthode de Gauss, montrer que 1 est l'unique valeur propre de f

2. On considère les éléments de R3 : u2 = p e2 + q e3 et u3 = r e1 + s e3, où p, q, r, s sont des réels.


a) Déterminer u2 et u3 pour que :
f(u2) = u1 + u2, et
f(u3) = 2u2 + u3 .


Vérifier alors que B' = (u1, u2, u3) est  une base de R3 .


b) Ecrire la matrice A' de f dans la base B' .


c) Calculer A' 1 (les calculs devront figurer sur la copie) ; en déduire A1.

· esc 98 On considère les matrices de M3(R) :



I = 
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Soit E l'ensemble des matrices M de M3(R) telles que AM = MA.

Partie A 1°) a) Vérifier que B appartient à E.
b) Soit n un entier naturel, montrer que An appartient à E.

2°) Déterminer les réels x, y, z tels que xI + yA + zB = O.

3°) a) Montrer que E est l'ensemble des matrices de la forme




[image: image92.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

+

a

b

c

b

c

a

b

c

b

a

 avec a, b, c réels.


b) En déduire que toute matrice de E est combinaison linéaire de I, A et B, et que E est un sous-espace vectoriel de M3(R) 


c) A l'aide des résultats précédents, montrer que B = (I, A, B) est une base de E.

Partie B 1°) Calculer les valeurs propres de A, en déduire que A est diagonalisable.

2°) Soient P = 
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a) Calculer le produit PQ. En déduire que P est inversible et exprimer son inverse en fonction de Q.


b) Calculer la matrice D = P1AP et montrer : (n ( N*  An = PDnP1.

3°) En déduire les coordonnées de la matrice An, n ( N*, dans la base B de E.

· esc 99 partie A 

On considère les matrices de M2(R) : A = 
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÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

5

1

1

5

  , D = 
[image: image96.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

6

0

0

4

   et I = 
[image: image97.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

1

0

0

1

 .

1. (a) Calculer A2.


(b) Déterminer les réels a et b tels que A2 = aA + bI.


(c) En déduire que A est inversible et exprimer A1 en fonction de A et de I.

2. (a) Calculer les valeurs propres de A. La matrice A est-elle diagonalisable ?


(b) Déterminer les sous-espaces propres de A. 


(c) En déduire une matrice inversible P de M2(R) telle que : A = P D P1. Calculer P1.

3. (a) Montrer que pour tout entier naturel n : An = P Dn P1.


(b) En déduire l'expression de la matrice Mn , où M = 
[image: image98.wmf]6
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( esc 2000 Partie A  Soit la matrice A =
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On considère l'ensemble E des matrices M de M3(R) telles que :




M = xA+yA2 + zA3 avec (x, y, z) ( R3.

1.  (a) Calculer A2 et A3.


(b) Etablir que A, A2 et A3 sont linéairement indépendantes.


(c) Justifier que E est un sous-espace vectoriel de M3(R). En donner une base et la dimension.

2.  (a) Calculer les valeurs propres de A . 
(b) La matrice A est-elle diagonalisable ?

Partie B

Soient B = (e1, e2, e3) la base canonique de R3 et u = (a, b, c) un élément de R3. On considère l'endomorphisme g de R3 défini par : g(e1) = e2, g(e2) = e3 et g(e3) = u. 

1.  (a) Ecrire la matrice de g dans la base B.


(b) En déduire que : g(u) = e1 ( 
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2.  Déterminer par leur matrice dans la base B, quand ils existent, les endomorphismes g de R3 tels que :  g(e1) = e2, g(e2) = e3,  g(e3) = u  et g(u) = e1.

( esc 2001 On donne les matrices carrées d'ordre 3 suivantes :
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Ainsi que les matrices colonne :
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1°) Vérifier que V1, V2, V3 sont des vecteurs propres de A. A quelles valeurs propres sont-ils associés ?

2°) a) Montrer que P est inversible et calculer P(1.

b) Justifier la relation P(1AP = 
[image: image103.wmf]÷
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. On note D cette matrice diagonale ;

c) Calculer la matrice ( = P(1BP et vérifier qu'elle est diagonale.

3°) On se propose de calculer les matrices colonne Xn définies par les relations :
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 et   (n ( N, Xn+2 = AXn+1 + BXn.

A cet effet, on définit pour tout n de N : Yn = P(1Xn et on pose également Yn = 
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a) Montrer que Y0 = 
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b) Montrer que pour tout entier naturel n, Yn+2 = DYn+1 + (Yn.

c) Montrer alors que pour tout entier naturel n : 
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En déduire les expressions explicites de  un, vn, wn en fonction de n.

d) Donner finalement la matrice Xn en fonction de n.

( esc 2002 On considère un paramètre réel m, et les matrices suivantes :

Am = 
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 et   I3 = 
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1°) a) Montrer que Am2 et Am3 ne dépendent plus de m, et vérifier que : Am3 = 2. Am2.
b) On suppose que ( est une valeur propre de Am et que X est un vecteur propre associé à cette valeur propre (. Montrer que : ((3 – 2(2)X = 
[image: image111.wmf]÷
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 et en déduire que Sp(Am) ( {0, 2}.


2°) Dans cette série de questions on étudie le cas m = 0 et on cherche à diagonaliser A0 .
a) Montrer que les réels 0 et 2 sont bien valeurs propres de A0 .
b) Déterminer une base de chacun des deux sous-espaces propres de A0 .
c) Montrer que A0 est diagonalisable, et donner une matrice carrée inversible Q et une matrice diagonale D = 
[image: image112.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

b

a

a

0

0

0

0

0

0

 telles que A0 = QDQ – 1 . 
d) Montrer l’existence de deux réels a et b tels que A02 = aA0 + bI3 .


3°) Dans cette série de questions, on suppose que le paramètre m est non nul.
On note B = [
[image: image113.wmf]1
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,
[image: image115.wmf]3
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] la base canonique de IR 3  et  fm l’endomorphisme de IR 3  dont la matrice relativement à B  est Am .
a) Montrer que les réels 0 et 2 sont bien valeurs propres de fm .
b) Déterminer une base de chacun des deux sous-espaces propres de fm .
La matrice Am est-elle diagonalisable ?
c) On pose les vecteurs de IR 3 :  
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Calculer 
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,  fm(
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) et  fm(
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).
d) Montrer que la famille [
[image: image128.wmf]u
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,
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] est une base de IR 3  et former la matrice de l’endomorphisme  fm  relativement à cette base.
e) En déduire une matrice carrée inversible Pm telle que  Pm– 1Am Pm  =  
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f) Existe-t-il des réels c et  d  tels que Am2 = cAm + dI3 ?

( esc 2003 On considère pour  n  entier naturel non nul la matrice carrée d'ordre 3 suivante :
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et on note  
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On note  
[image: image134.wmf]n
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  l'endomorphisme de R3 représenté par 
[image: image135.wmf]n
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  relativement à la base canonique de R3.

On considère également les vecteurs de R3 :  
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1. Déterminer pour tout triplet 
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2. 
(a)
Montrer que 
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  sont vecteurs propres de 
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(b)
Montrer que la famille 
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(c)
En déduire une matrice  P  telle que :

( P  inversible et  
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3. On pose pour tout entier naturel  n  non nul  
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(a) 
Montrer que 
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(b)
Montrer par récurrence sur  n  que pour tout entier naturel  n  non nul :
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   où  H  est la matrice définie au 2(c).

(c)
En déduire les neuf coefficients de la matrice 
[image: image153.wmf]n
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4. 
(a)
Montrer que pour tout entier naturel  n  non nul 
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et que 
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  où  H  est la matrice définie au 2(c).

(b)
En déduire que 
[image: image156.wmf]n
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 est inversible  et  donner les neuf coefficents de 
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Annales EDHEC

( edhec 93 ( problème, partie A) Résolution dans l'ensemble M2(R) de l'équation : Z2 = A        (1)

où A est une matrice donnée de M2(R) de la forme : A = 
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 avec 0 < a < 1

1°) Dans cette question, on suppose que a = 
[image: image159.wmf]8
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, c'est-à-dire que A = 
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a) Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de A, et en déduire que cette matrice est diagonalisable.

b) Montrer que la matrice P = 
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 est inversible et trouve sa matrice inverse P1.

c) Montrer que la matrice D = P1AP est diagonale et donner sa valeur.

2°) On se place désormais dans le cas général, c'est-à-dire que A = 
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a) Calculer A
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et en déduire que A admet deux valeurs propres distinctes.

b) Montrer que la matrice A est diagonalisable et que la matrice  D =P1AP  (où P est la matrice dans la question 1°) b) ) est diagonale ; exprimer D en fonction de a.

3°) a) Montrer que l'équation (1) est équivalente au système :
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où P et D sont les matrices de la question 2°) b) telles que D = P1AP


b) n cherche à résoudre l'équation (3) en prenant Y sous la forme générale :





Y = 
[image: image166.wmf]÷
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i)Ecrire le système de quatre équations à quatre inconnues qui est équivalent à l'équation (3).

ii) Montrer qu'aucune solution(x,y,z,t) du système ne vérifie x + t = 0.

iii) Résoudre ce système et donner toutes les solutions de l'équation (3) (on discutera suivant la valeur de a).


c) En déduire que l'équation (1) admet respectivement zéro, deux ou quatre solutions suivant que a < 1/2, a = 1/2, ou a > 1/2


d) Donner les quatre solutions de l'équation (1) dans le cas où a = 5/8.

· edhec 94 1°) Montrer que V1 =
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A =
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 et préciser les valeurs propres associées.

2°) En déduire que la matrice P = 
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 est une matrice inversible et déterminer la matrice B = P1AP.

3°) Calculer, pour tout entier n, les matrices Bn et An.

4°) On dit qu'une suite (Mn)n(N de matrices carrées d'ordre 3 a une limite quand n tend vers +( si et seulement si chaque coefficient mi,j(n) de Mn a une limite mi,j quand n tend vers +( et la limite M de la suite est alors la matrice de coefficients mi,j.

Calculer Q = 
[image: image172.wmf]n
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5°) Justifier sans calculs l'égalité : AQ = 2Q.

.

· edhec 97 (nouveau programme) I désigne la matrice identité de M3(R) et M une matrice pour laquelle il existe un entier p supérieur ou égal à 2 tel que Mp = 0 et Mp1 
[image: image173.wmf]¹
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   ln(I + M) = 
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On considère l'ensemble E des matrices triangulaires supérieures de M3(R) dont les éléments diagonaux sont nuls.

1°) a) Montrer que E est un espace vectoriel sur R et donner sa dimension.

      b) Montrer que les matrices de E ne sont pas inversibles.

      c) Montrer que toute matrice non nulle de E n'est pas diagonalisable.

Dans la suite, A désigne une matrice quelconque de E.

2°)  a) Calculer Ak pour tout k de N.

       b) Exprimer exp(A) et ln(I + A) en fonction de I et de A.

3°) Montrer que ln(exp(A)) = A

4°)  a) Vérifier que ln(I + A) appartient à E.

       b) Montrer que : exp(ln(I + A))= I + A.

5°) Montrer que : (m ( N  exp(mA) = [exp(A)]m.

6°) Montrer que exp(A) est inversible et que : [exp(A)]1 = exp(A).

7°) Quelle condition doivent vérifier deux matrices A et B de E pour que 

     exp(A + B) = exp(A).exp(B) ?

· edhec 98 E désigne un espace vectoriel sur R, rapporté à une base B = (e1, e2, e3). Pour tout réel a, on considère l'endomorphisme fa de E, défini par :


fa(e2) = 0 et fa(e1) = fa(e3) = a.e1 + e2 – a.e3.

1°) a) Déterminer une base de Im(fa) .


 b) Montrer qu'une base de Ker(fa) est (e2, e1e3).

2°) Ecrire la matrice A de fa dans B et calculer A2 . En déduire sans calcul faofa.

3°) On pose : 
e'1 = fa(e1) ;




e'2 = e1 – e3 ;




e'3 = e3.

a) Montrer que (e'1, e'2, e'3) est une base de E .

b) Donner la matrice A' de fa dans cette base.

c) En déduire que 0 est la seule valeur propre de fa. A est-elle inversible ? A est-elle diagonalisable ?

4°) Pour tout réel x non nul, on pose B(x) A – x.I, I désignant la matrice unité de  M3(R). 

a) Montrer, sans calculs, que B(x) est inversible.

b) Calculer (A –x.I).(A + x.I) puis écrire [B(x)]1 en fonction de x, I et A.

c)  Pour tout n de N, déterminer [B(x)]n en fonction de x, n, I et A.

· edhec 99 Soit a un réel positif ou nul. On considère la matrice A(a) =
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1) Montrer que A(0) admet 1 et 1 comme seules valeurs propres. Donner les sous-espaces propres correspondants.

Dans toute la suite on suppose a > 0.

2) Montrer que les valeurs propres de A(a) sont les réels ( solutions de l'une des équations :

(2 = (a  1)2  et (2 + a ( + 1 = 0.

3) a. Déduire de la question précédente la valeur de a pour laquelle A(a) n'est pas inversible.


b. Pour cette valeur, dire si A(a) est diagonalisable.

4) On suppose dans cette question que a > 2.

a. Montrer que A(a) possède 4 valeurs propres distinctes deux à deux.

b. En déduire que A(a) est diagonalisable.

( edhec 2000 Soit la matrice K = 
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On note E l'ensemble des matrices M de M3(R) Vérifiant : MK = KM = M.

1)
a. Montrer que E est un espace vectoriel.


b. Montrer par l'absurde qu'aucune matrice de E n'est inversible.

2) Soit M = 
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a. Montrer que : k = g = c = a, h = b et f = d, puis en déduire la forme des matrices de E.


b. Retrouver le fait que les matrices de E ne sont pas inversibles.


c. Déterminer une base de E et vérifier que dim E = 4.

3) On considère l'ensemble F des matrices de la forme 
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 où x, y et z sont des réels. 


a. Vérifier que F est un sous-espace vectoriel de E et donner une base de F.


b. Les matrices de F sont-elles diagonalisables ?


c. Dans ces questions on appelle U la matrice de F telle que : x = 3, y = 2 et z = 4. Trouver 
les valeurs propres de U et exhiber un vecteur colonne propre pour chacune d'entre elles.

4) On note ( l'application de F dans R qui à toute matrice A de F associe le nombre
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, où ai,j désigne l'élément de la matrice A situé à l'intersection de la i-ème ligne et de la j-ème colonne.

a. Montrer que ( est une application linéaire de F dans R.

b. Déterminer Im (.  En déduire que Ker ( est de dimension 2.


c. Soit M = 
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 une matrice de Ker (. Exprimer M en fonction de x, y et z et en 
déduire une base de Ker (.

( edhec 2001 E désigne un espace vectoriel réel sur R, apporté à sa base B = (e1,e2,e3).

On désigne par a un réel non nul et on considère l’endomorphisme fa de E, défini par : 



fa(e2) = 0, fa(e1) = fa(e3) = ae1 + e2 ( ae3.

1. a. Ecrire la matrice Aa de fa relativement à la base B et calculer Aa².


b. Montrer que 0 est la seule valeur propre de Aa.


c. Aa est-elle diagonalisable ? Est-elle inversible ?

 
2. On pose u1 = ae1 + e2 –ae3.


a. Montrer que B’=(u1,e2,e3) est une base de E


b. Vérifier que la matrice de fa relativement à la base B’ est K = 
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Dans la suite, on cherche à caractériser les endomorphismes g de E tels que gog = fa.

3. On suppose qu’un tel endomorphisme g existe et on note M sa matrice dans B’.


a. Expliquer pourquoi M² = K  puis montrer que MK = KM.


. Déduire de ces deux relations que M = 
[image: image183.wmf]0

00

000

xy

z

æö

ç÷

ç÷

ç÷

èø

 , x, y et z  étant 3 réels tels que xz = 1.

4. Réciproquement, vérifier que tout endomorphisme g dont la matrice dans B’ est du type ci-dessus est solution de gog = fa.

( edhec 2002, Problème, Partie 1. Voir chapitre VIII. On considère les matrices suivantes de M4(R) :
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On note E l'ensemble des matrices M s'écrivant M = a I + b J + c K + d L, où a, b, c et d décrivent R.

1) a. Montrer que E est un espace vectoriel.

b. Montrer que la famille (I, J, K, L) est libre.

c. Donner la dimension de E.

2) a. Montrer, en les calculant explicitement, que J2, K2, L2, J3 et K3 appartiennent à E.

b) En déduire, sans aucun calcul matriciel, que JK, KJ, KL, LK, JL et LJ appartiennent aussi à E.

c) Etablir enfin que le produit de deux matrices de E est encore une matrice de E.

3°) a. Montrer que L est diagonalisable.

b. Déterminer les valeurs propres de L ainsi que les sous-espaces propres associés à ces valeurs propres.

4) On considère les vecteurs :
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a. Montrer que (u1, u2, u3, u4) est une base de M4,1(R).

b. Vérifier que u1, u2, u3 et u4 sont des vecteurs propres de L et de J + K.

Annales ECRICOME

· ecricome 94 Soit  A = 
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1°) Calculer A2.

2°) Démontrer qu'il existe deux réels a et b tels que A2 = a.A + b.I  .

3°) Etablir par récurrence que pour tout entier naturel n il existe deux réels an et bn tels que 

An = an.A +bn.I. On exprimera an+1 et bn+1 en fonction de an et bn.

4°)  a) Montrer que la suite an vérifie une relation de récurrence linéaire d'ordre deux.


  b) Déterminer l'expression de an en fonction de n.


  c) En déduire l'expression de an en fonction de n.

5°)  a) Prouver que A est inversible et exprimer son inverse A1 en fonction de A et de I. 


  b) Les expressions trouvées au 4°) pour an et bn sont-elles valables pour n = 1 ?

6°) On note, pour n ( N, Bn la matrice définie par : 





Bn  = 
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a) Calculer An x Bn.


b) Que peut-on en déduire ?

· ecricome 95 (problème) 


Notations. On note M3(R) l'espace vectoriel des matrices carrées d'ordre 3 à coefficients réels. On désigne par ( = ((1, (2, (3) la base canonique de R3 . On pose :

A = 
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On désigne par u l'endomorphisme de R3 ayant A pour matrice dans la base (.


Première partie. Etude de la matrice A.


1°) a) Déterminer les valeurs propres de A.



 b) A est-elle inversible ?



 c) A est-elle diagonalisable ?


2°)  On pose :

P = 
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et

D = 
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a) Montrer qu'il existe une base e = (e1, e2, e3) de R3 telle que P soit la matrice de passage de la base ( à la base e et telle que  D  soit la matrice de u dans la base e.

b) En utilisant la méthode du pivot de Gauss ; montrer que P est inversible et calculer P1.

c) Justifier rapidement et sans calcul l'égalité : P1AP = D.

d) Montrer qu'une matrice (de M3(R) vérifie D( =(D si et seulement si ( est diagonale.


Deuxième partie. Résolution dans M3(R) l'équation du second degré X2 = A.


1°) On considère X ( M3(R) telle que X2 = A ; on pose : Y = P1XP.


  Vérifier que Y2 = D ; montrer que YD = DY, puis établir que Y est de la forme :




Y = 
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 ( {1, 1} et 
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En déduire la forme de la matrice X puis montrer, sans calculer explicitement les coefficients de X2, qu'une telle matrice X vérifie bien : X2 = A.

2°) Quel est le nombre m de solutions dans M3(R) de l'équation du second degré X2 = A ? Sans calculer explicitement ces m solutions X1, X2, . . . , Xm, déterminer leur somme S = X1 + X2 + . . . + Xm et déterminer leur produit T = X1 . X2 . . . . . Xm en fonction de A.


Troisième partie. Calcul de An et application à une étude de suites.


 1°) Soit n (  N* ; Calculer Dn puis en déduire l'expression de An en fonction de n.


 2°) Soit a, b, c trois réels. On considère les suites (pn), (qn), rn) définies par :




p0 = a,  q0 = b,  r0 = c,




et, pour tout n ( N :
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a) Pour n ( N, on pose : Un = 
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. Exprimer Un en fonction de A et de U0 ; en déduire, pour n ( 1, les expressions de pn, qn, rn en fonction de a, b, c et n.

b) Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur a, b, c pour que les suites (pn), (qn), (rn) tendent vers une limite finie quand n tend vers +(. Cette condition étant supposée remplie, que peut-on dire des suites (pn), (qn), (rn) ?


Quatrième partie. Détermination du commutant de A.

On pose C(A) = {M ( M3(R) / AM = MA}.

1°)  Montrer que M ( C(A) si et seulement si P1MP est diagonale.

2°) En déduire que C(A) est égal à l'ensemble des matrices de M3(R) de la forme :




aM1 + bM2 + cM3       avec   (a, b, c) ( R3 ,     (1)

où M1, M2, M3 sont trois matrices que l'on déterminera.

3°) Montrer que (M1, M2, M3) est une famille libre d'éléments de C(A).En déduire l'unicité de l'écriture d'une matrice M de C(A) sous la forme (1).

· ecricome 97    M3(R) désigne l'ensemble des matrices carrées d'ordre 3 à coefficients réels. M3,1(R) est l'ensemble des matrices colonnes à trois lignes dont les coefficients sont réels. On pose  :

A = 
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et B = 
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où x, y, z sont des réels. On définit alors une suite de matrices colonnes (Xn)n(N de la manière suivante :
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1°) Montrer que 0, 
[image: image199.wmf]2
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 et 1 sont les valeurs propres de A, et préciser des vecteurs propres u, v, w qui leur sont respectivement associés.

2°) Justifier les affirmations suivantes :


* il existe un unique triplet ((, (, () de R3 tel que  : B = (u + (v + (w ;


* pour tout entier naturel n, il existe un unique triplet ((n , (n , (n ) de R3 tel que  :



Xn = (n u + (n v + (n w .

3°) Etablir par récurrence que :




( n ( N* 
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4°) Soit (an)n(N, (bn)n(N, (cn)n(N les suites définies par :  (n ( N  Xn = 
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. On dit que la suite de matrices colonnes (Xn)n(N converge si les suites réelles (an)n(N, (bn)n(N, (cn)n(N  convergent. Dans ce cas on écrit :  lim Xn = 
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a) Prouver que (Xn)n(N converge si et seulement si le réel ( '( introduit en 2°) ) est nul.


b) En déduire que (Xn)n(N converge si et seulement si : 3x ( 4y + 12z = 0.

5°) On dit que le couple (A, B) admet une position d'équilibre stable si la suite (Xn)n(N converge vers la même limite quelle que soit la valeur de X0. Expliquer pourquoi, quelle que soit la valeur de B, la couple (A, B) n'admet pas de position d'équilibre stable.

· (ecricome 98) Dans cet exercice on étudie la diagonalisation des matrices carrées d'ordre 3 antisymétriques (c'est à dire vérifiant tA = A). On étudie d'abord un cas particulier avant de passer au cas général.

Partie A. 
1°) On désigne par E l'espace vectoriel R3 muni de sa base canonique 

B = (e1, e2, e3). On note 0E l'élément nul de R3. On rappelle que toute famille libre de trois vecteurs de E est une base de E.

Soit la matrice A = 
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 et f l'endomorphisme de E représenté par A dans la base B.  Soit  U = (u1, u2, u3) où u1 = 2e1 + e2 + 2e3, u2 = e1 + 2e2 et u3 = f(u2).



a) Déterminer le noyau de f et en donner une base.


b) Montrer que U est une base de E et déterminer la matrice B représentant f dans cette base.

2°) Soit ( un réel non nul. Montrer que pour tout vecteur x de E, [f(x)= (x] équivaut à

[x  = 0E]. On pourra utiliser la décomposition de x dans U.

3°) a) Quel est finalement l'ensemble des valeurs propres de A ?


 b) La matrice A est-elle diagonalisable ?

Partie B. Soient a, b, c trois réels donnés. On pose a2 +b2 +c2 = s et on suppose s 
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On considère la matrice  M = 
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 et g l'endomorphisme de E représenté par M dans la base B.

1°) a) Calculer M2 et M3.

 b) Vérifier que M3 s'exprime simplement en fonction de M et s.

2°) Montrer que, si le réel ( est une valeur propre de g, alors ( est nécessairement nul. On utilisera la relation trouvée ci-dessus.

3°) Montrer que l'hypothèse " M est inversible " conduit à une contradiction.

4°) a) Quel est finalement l'ensemble des valeurs propres de M ?


 b) La matrice M est-elle diagonalisable ? 

· ecricome 99 : voir chap VIII

· ecricome 2000 : voir chapitre II

·  ecricome 2001, première partie. Voir chapitre VIII. Le but de la première partie est de calculer les puissances successives de la matrice : 


M(a) = 
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 où a représente un nombre réel.

1. Montrer que pour tous réels a, b, on a : M(a).M(b) = M(a + b  3ab).

2. En déduire les valeurs de a pour lesquelles la matrice M(a) est inversible et exprimer son inverse.

3. Justifier le fait que M(a) est diagonalisable.

4. Déterminer le réel a0 non nul tel que [M(a0)]2 = M(a0).

5. On considère les matrices : P = M(a0) et Q = I – P, où I désigne la matrice carrée unité d’ordre 3.
a) Montrer qu’il existe un réel (, que l’on exprimera en fonction de a, tel que : 

M(a) = P + ( Q.
b) Calculer P2, PQ, QP, Q2.
c) Pour tout entier naturel n non nul, montrer que [M(a)]n s’écrit comme combinaison linéaire de P et de Q.
d) Expliciter alors la matrice [M(a)]n.

· ecricome 2002 Dans l'ensemble M3(R) des matrices carrées d'ordre 3 à coefficients réels, on considère le sous-ensemble E des matrices M (a, b) définies par : 
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Ainsi E = {M(a,b) ; a,b ( R}.
On note fa,b l'endomorphisme de R3 représenté par la matrice M(a, b) dans la base canonique

B =(e1, e2, e3) de R3.

1. Structure de E.
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M3(R). 

2. Donner une base de E, ainsi que sa dimension.

1.2. Etude d'un cas particulier.
On pose A = M(1, 0).

1. Calculer A2.  En déduire que A est une matrice inversible et exprimer A(1 en fonction de A.

2. Déterminer les valeurs propres de A.

3. Trouver une base de R3 dans laquelle la matrice de fa,b est : 
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1.3. Diagonalisation des éléments de E et application.
On considère les vecteurs de R3 suivants : u = (1, 1, 1) ; v = (1, ( 1, 0) ; w = (1, 1, (2).

1. Justifier que les matrices de l'ensemble E sont diagonalisables.

2. Montrer que C = ( u , v , w) est une base de R3.

3. On note P la matrice de passage de la base B à la base C. Ecrire P.

4. Déterminer P(1.

5. Exprimer les vecteurs fa,b(u), fa,b(v), fa,b(w)  en fonction de u, v, w.

6. En déduire l'expression de la matrice Da,b de fa,b dans la base C.

7. Justifier l'égalité : P(1 Ma,b P = Da,b.

8. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur a et b pour que Da,b soit inversible.

9. Cette condition étant réalisée, déterminer la matrice inverse de Da,b.

10. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur a et b pour que Ma,b soit inversible.

( ecricome 2003 On considère l’espace vectoriel E = R3 et f l’endomorphisme de E dont la matrice dans la base canonique B = (e1,e2,e3) est la matrice A : A=
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Calcul des puissances de A.

1. Déterminer les valeurs propres (1 et (2 de l’endomorphisme f, avec (1 < (2.

2. La matrice A est-elle inversible ? (On ne demande pas la matrice A(1).

3. Déterminer une base et la dimension de chacun des sous-espaces vectoriels propres de f.

4. Justifier que f n’est pas diagonalisable.

5. Déterminer le vecteur u1 de E vérifiant :

· u1 est un vecteur propre de f associé à la valeur propre (1
· la première composante de u1 est 1.

6. Déterminer le vecteur u2 de E vérifiant :

· u2 est un vecteur propre de f associé à la valeur propre (2
· la deuxième composante de u2 est 1.

7. Soit u3 = (1,1,1). Montrer que C=(u1,u2,u3) est une base de E.

8. Déterminer la matrice de passage P de la base B à la base C puis matrice de passage de la base C à la base B.

9. Montrer que f(u3)=u2+2u3.

10. En déduire que la matrice de f dans la base C est la matrice : T=
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11. Rappeler la relation matricielle entre A et T.

12. Prouver que, pour tout n de N*, il existe un réel (n tel que : Tn=
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 ; On donnera le réel (1 ainsi qu’une relation entre (n+1 et (n.

13. Montrer que : (n ( N* , (n=n2n-1. En déduire l’écriture matricielle de An en fonction de n.

Matrices commutant avec A.

M3(R) désignant l’ensemble des matrices carrées d’ordre 3, on considère le sous-ensemble C(A) de M3(R) des matrices M telles que : AM = MA.

1. Montrer que C(A) est un sous-espace vectoriel de M3(R) .

2. Pour M appartenant à M3(R), on pose M ’=P(1MP. Montrer que : AM=MA 
[image: image212.wmf]Û
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(T est la matrice définie dans la question 1.1.10)

3. Montrer qu’une matrice M’ de M3(R) vérifie TM’=M’T si et seulement si M’ est de la forme 
[image: image213.wmf]a00
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 où a, b et c sont trois réels.

4. En déduire que M appartient à C(A) si et seulement si il existe des réels a, b et c tels que : 


M= 
[image: image214.wmf]-a+2b2a-2b-a+b+2c
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.

5. Déterminer alors une base de C(A) ainsi que la dimension de C(A).

Annales ESLSCA-ISC

· eslsca-isc 93 On considère A = 
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1°) Calculer A2 et vérifier que A est combinaison linéaire de A et I

2°) Montrer que A est inversible et calculer son inverse.

3°) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs colonnes propres de A. En déduire que 
      A est semblable à la matrice D =
[image: image216.wmf]÷
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 et déterminer une matrice inversible P   
      telle que P1AP = D.

4°) Déterminer toutes les matrices B telles que AB = BA.

5°) Montrer qu'il existe une infinité de matrices M telles que M2 = A. 

· eslsca-isc 94 Soit f l'endomorphisme de R4 dont la matrice relativement à la base canonique de R4  est :

                                    A =
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÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

3

3

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

 .

1°) Déterminer le noyau et l'image de f, ainsi que le noyau de fof.

2°) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de  f. f est-il diagonalisable ?

3°) On pose e1 = ( 1, 1, 1, 1)  et e3 = (1, 1, 1, 1).

      i) Déterminer un vecteur e2 tel que f(e2) = e1 et un vecteur e4 tel que f(e4) = e3+e4. (On 
         déterminera à chaque fois un vecteur aussi simple que possible.)

      ii) Montrer que B = (e1, e2, e3, e4) est une base de R4 , et déterminer la matrice de 
          passage P de la base canonique de R4  à la base B.

      iii) Calculer P1. (Le détail de la méthode utilisée, ainsi que les principales étapes de 
            calcul, devront figurer sur la copie.) 

      iv) Calculer A' = P1AP, et en déduire la valeur de An, n ( N*.

      v) Déterminer, pour n ( 2 , l'image et le noyau de fn (où fn  désigne fofo…of, 
            l'expression comportant n termes).

· eslsca-isc 95 Soit f l'endomorphisme de R3 dont la matrice A relativement à la base canonique de R3  est :

                                       A = 
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1°) quel est l'endomorphisme fof – 3f ?

2°) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f, en déduire que f est 
      diagonalisable et déterminer une base B' de R3 telle que la matrice de f relativement à 
       la base B' soit diagonale. (seuls seront pris en compte les résultats correctement 
       justifiés.)

3°) Calculer An, pour n 
[image: image219.wmf]Î

 N*. L'expression obtenue est-elle valable pour n = 0 ?

4°) Soit D = 
[image: image220.wmf]÷
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.Déterminer toutes les matrices réelles carrées d'ordre 3 telles que MD = DM.

5°) On considère l'équation M2 – M + D = 0, où l'inconnue M est une matrice carrée 
      d'ordre 3 à coefficients réels, et où 0 désigne la matrice nulle carrée d'ordre 3.

              a) Montrer qu'il n'existe pas de solutions M telle que M soit diagonale.

        b) Montrer que si M est une solution, alors MD = DM.

              c) Montrer que cette équation admet une infinité de solutions. 

· eslsca-isc 96 On considère la suite u définie par :

                 u0 =2,    u1 = 1, u2 = 1, et  ( n ( N, un+3 = 2un+2 + un+1 – 2un .

1°) Vérifier que les conditions précédentes permettent de définir parfaitement une suite u et une seule.

On se propose de calculer un en fonction de n de deux façons différentes :

2°) Pour n dans N, on pose vn = un+1 – 2un.

Montrer que la suite v est constante et déterminer sa valeur.

Montrer qu'il existe une suite constante c telle que la suite u – c soit une suite géométrique. En déduire l'expression de un en fonction de n.

3°) Soit A la matrice carrée d'ordre 3 à coefficients réels définie par :

                                                           A = 
[image: image221.wmf]÷
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a) Déterminer les valeurs propres de A et les vecteurs propres de l'endomorphisme de R3 associé à A relativement à la base canonique de R3 .

b) La matrice A est-elle diagonalisable ?

c) Soit P = 
[image: image222.wmf]÷
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 . Montrer que P est inversible et calculer P1 (le détail de la méthode et les étapes du calcul devront figurer sur la copie). Que vaut P1AP ?

d) Déterminer, pour tout n de N, la matrice An.

e) Pour tout n de N, on pose Xn = 
[image: image223.wmf]÷
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. Vérifier que l'on a, pour tout n dans N: Xn+1 = AXn. En déduire Xn en fonction de An et de X0, puis retrouver ainsi la valeur de un en fonction de n.

· eslsca-isc 97 On considère la matrice A = 
[image: image224.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

0

1

1

1

0

1

1

1

1

1

0

0

2

2

1

1

 ( M4(R). L'espace vectoriel R4 étant rapporté à sa base canonique, on note f l'endomorphisme de R4 associé à A. I désigne la matrice unité d'ordre 4.

1°) Montrer que les seules valeurs propres de f sont 0 et 1. Déterminer les vecteurs propres de f. L'endomorphisme f est –il diagonalisable ?

2°)   a) Déterminer le noyau de fof.

        b) A-t-on Ker(fof) = Ker(f) ?

                    c) A-t-on Im(fof) = Im(f) ?

3°) On considère les vecteurs (1 = (1,1,0,0), (2 = (1,0,1,0) , (3 = (0,0,1,1), (4 = (1,0,1,1). Montrer que ((1, (2, (3, (4) est une base de R4. Quelle est la matrice de f relativement à cette nouvelle base ? 

· eslsca-isc 98 Soit A = 
[image: image225.wmf]÷
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et f l'endomorphisme associé relativement  

      à la base canonique de R3 .

       1°) Déterminer, par la méthode du pivot, les valeurs propres et les vecteurs propres de f.

        2°) a) On pose B = A – 
[image: image226.wmf]2

1

I , où I désigne la matrice unité d'ordre 3. Calculer B2, B3.


  b) Pour n ( N, montrer que An est combinaison linéaire de I, B, B2. Déterminer les 

                   coefficients de la matrice An.

3°) Soient (un)n(N , (vn)n(N , (wn)n(N les suites définies par leurs premiers termes   
       successifs  u0, v0, w0 réels et les relations de récurrence :

                                                   (n ( N 
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Démontrer que ces trois suites sont convergentes et déterminer leurs limites respectives.

· eslsca 99 Soit A la matrice carrée d'ordre 3 à coefficients réels définie par 

                        A = 
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1. a) Déterminer les valeurs propres de A et les sous-espaces vectoriels propres de 
         l'endomorphisme f de R3 dont la matrice relativement à la base canonique de R3 est         
         A.

     b) La matrice A est-elle diagonalisable ?

     c) Soit P = 
[image: image229.wmf]÷
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. Montrer que P est inversible. Calculer P1.

     d) Déterminer A' = P1AP.

2. a) Soit M une matrice carrée d'ordre 3 à coefficients réels commutant avec A c'est-à    
         dire telle  que AM = MA.

          On pose M ' = P1 M P. Montrer que A' M ' = M 'A'.

          Réciproquement, montrer que si M ' commute avec A' alors la matrice M définie   
          par M = P M ' P1 commute avec A'.

     b) Déterminer toutes les matrices commutant avec A'.

     c) En déduire la forme générale des matrices commutant avec A.
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