Leçon 67 : Exemples d’utilisation d’un logiciel de calcul formel.
Ce que disent les programmes :
Au niveau du collège rien à signaler (rectifications : il est fait mention du calcul formel dans le paragraphe sur le PGCD, toutefois calculer un PGCD –commande «gcd »- ou décomposer un entier en produit de facteurs premiers –« ifactor »- relève du calcul numérique bien que Xcas puisse le faire, on peut également résoudre des équations ou factoriser des expressions avec la partie calcul formel de Géogebra), seuls tableur et logiciel de géométrie dynamique sont utilisés.
Pour le lycée, d’un point de vue général, l’utilisation pertinente d’outils logiciels (utilisé un logiciel adapté au problème posé) pour rechercher, expérimenter, modéliser est un objectif. Leur utilisation « change profondément la nature de l’enseignement en favorisant une démarche d’investigation ». Trois modalités d’utilisation de ces outils : vidéo-projection en classe, séance TP, travail personnel de l’élève (type devoirs, DM). Du point de vue particulier des logiciels de calcul formel, ils peuvent « limiter le temps consacré à des calculs très techniques afin de se concentrer sur la mise en place de raisonnements ». Il est fait mention de leur utilisation :
· En seconde (partie « 1.Fonctions », § « Expressions algébriques ») : comme aide de calcul pour transformer une expression algébrique (développer, factoriser, obtenir la forme canonique d’un polynôme de degré 2) ou vérifier son calcul.
· En 1ère S/ES-L/STI2D-STL (partie analyse, § sur la dérivation ») : pour faciliter « l’introduction du nombre dérivé » et « le calcul de la dérivée d’une fonction » pour les cas trop techniques.
· En Term S (partie analyse) : « On a recours si besoin à un logiciel de calcul formel. », pour des calculs trop techniques notamment de dérivées encore. En spécialité pour les S et ES « Les thèmes abordés sont particulièrement propices à l’utilisation des outils informatiques (logiciels de calcul, tableur) et à la mise en œuvre d’algorithmes. » mais rien de spécifique au calcul formel.
Quant aux BTS, rien d’explicite (mais on peut penser Laplace, Fourier, équations différentielles, DL …).
Introduction :
Un logiciel de calcul formel est un logiciel capable de manipuler des expressions symboliques (algébriques), c’est-à-dire incluant des variables, des inconnues. Un logiciel de calcul formel fait du calcul littéral, exact.
Au collège, les programmes se concentrent sur l’utilisation de l’outil informatique en général (avec la validation de B2i notamment) et en ce qui concerne plus spécifiquement les mathématiques sur l’utilisation du tableur et d’un logiciel de géométrie dynamique (type Géogebra ou Géoplan-Géospace).
L’usage d’un logiciel de calcul formel s’inscrit dans le cadre des programmes de lycée et de STS. On étend alors la palette des outils logiciels disponibles à l’algorithmique (Algobox, Scratch), au calcul numérique (Scilab) et au calcul formel (Xcas, où au passage « cas » est l’abréviation anglaise pour calcul formel : computer algebra system). Ce dernier peut être utile de différentes façons.

I. Jeux de vérification.
· 45p222, Symbole Term S, Belin 2012 : (cas où le logiciel de calcul formel permet de vérifier son résultat).
Calculer les intégrales suivantes, puis vérifier le calcul à l’aide d’une calculatrice ou d’un logiciel de calcul formel :
a/ 	b/ 
c/ 	d/ 
Dans cet exercice le calcul formel (« int(x^3*exp(x^4),x,-1,1) »)sert à vérifier son résultat a posteriori.
Aussi :	41p136, Déclic Term S, Hachette 2012 (même idée que ci-dessus avec des limites).
70 à 76p205, Déclic Term S, Hachette 2012 (avec des intégrales encore).
14p524, Déclic Term S, Hachette 2012 (SPECIALITE : problème avec des matrices, on peut adapter l’exercice afin d’utiliser Xcas uniquement pour vérifier -calcul matriciel avec des inconnues et résolution d’un système 3x3-).
74p280, Déclic Term S, Hachette 2012 (vérifier la solution d’un système de trois équations donnée par Xcas).
Vérifier des calculs de DL (commandes « series » et « taylor »), de systèmes différentiels (commande « desolve ») en BTS.
· 98p127, Déclic 1ère S, Hachette 2011 : Eclairement minimum. (cas où le logiciel de calcul formel donne un résultat que l’on ne sait pas obtenir mais que l’on peut vérifier une fois qu’on l’a).
Deux sources lumineuses sont placées aux extrémités d’un segment [AB] de longueur 5m. La source placée en A possède une puissance de 8 U (unités) et celle placée en B de 27 U. Un point M du segment [AB] reçoit un éclairement proportionnel à la puissance de la lampe et inversement proportionnel au carré de la distance qui le sépare de la lampe. On souhaite déterminer la position de M de façon que son éclairement soit minimum. On pose AM=x où x ∈ ]0 ; 5[.
Etude de fonction avec un contexte qui permet de trouver la fonction à étudier : f(x)=8/x²+27/(5-x)². Au lieu de poser les questions sous la forme « Montrer que la dérivée de f est résultat », « Montrer qu’elle peut s’écrire sous la forme résultat » on présente les résultats comme obtenus avec Xcas (dérivée et forme factorisée de celle-ci) et on demande de les vérifier avant d’en déduire la réponse au problème. Ça donne un côté moins artificiel et permet de montrer à l’élève qu’il peut tout seul obtenir des résultats dont il a besoin, même s’il ne sait pas les calculer directement : ici une dérivée (dans le cas présent vue la fonction l’élève doit savoir faire –dérivée de quotients-), factoriser son numérateur (de degré 3 d’où problème, l’utilisation du calcul formel est donc intéressante) pour étudier son signe.
Remarque : Dans cet exercice tout est donné, pas de recherche de la part de l’élève, simple application du cours sur les variations d’une fonction.
· [image: ]Activité p126, Déclic 2nd, Hachette 2011 : 
Le carré ABCD a un côté de longueur 8cm. M est un point du segment [AB]. On dessine dans le carré ABCD : un carré de côté [AM] et un triangle isocèle de base [MB] dont la hauteur a même mesure que le côté [AP] du carré. On s’intéresse à l’aire du motif constitué du carré AMNP et du triangle MBQ. Quelles sont les positions de M sur le segment [AB] pour que le motif ait une aire supérieure à 10cm² ?
Dans cette activité on est ramené à résoudre l’inéquation x²/2 + 4x -10 > 0 (où x=AM donc x ∈ [0 ; 8]). Pour étudier le signe du membre de gauche il faut le mettre sous forme factorisée, or en seconde on ne sait pas trouver les racines d’un polynôme de degré 2 pour en déduire la forme factorisée, donc on demande à Xcas :
« f(x) :=x^2/2+4*x » On entre la fonction
« factor(f(x)-10) » On fait la factorisation, résultat vérifiable en redéveloppant.
Un tableau de signes donne alors la solution (x<-10 et x>2 donc x ∈ ]2 ; 8[ ), vérifiable avec Xcas :
« solve(f(x)>10) »
Dans cet exercice une étape clef non réalisable par les élèves, factorisation, nécessite l’utilisation du calcul formel. On peut néanmoins vérifier ce résultat. On pourrait donner la forme factorisée et poser une question du type « Montrer que x²/2+4x-10=(1/2)*(x-2)*(x+10) » mais on donne alors l’idée de la factorisation pour étudier le signe, idée dont on aimerait qu’elle vienne des élèves.
Remarque : L’énoncé du livre est très guidé, je garderais la partie conjecture avec Géogebra afin que tout le monde pose x=AM pour inconnue, puis je les laisserais se débrouiller en précisant qu’on pourra s’aider d’un logiciel de calcul formel pour aider au calcul algébrique.
· 106p164, Déclic Term ES, Hachette 2012 : Calcul d’aire entre deux courbes.
On cherche dans la partie 3 de l’exercice à obtenir l’aire comprise entre les deux courbes étudiées pour x pris entre 0 et deux. La fonction à intégrer ne possède pas de primitive évidente (et se résout par une intégration par parties ce qui est hors programme), le calcul formel lève le problème en donnant une primitive : « int(f(x),x) ». On peut vérifier le résultat en dérivant.
Aussi :	118p215, Déclic Term S, Hachette 2012 (exercice mélant suites et intégrales avec utilisation de Xcas pour obtenir une primitive).

II. Limiter les calculs pour se concentrer sur le raisonnement.
· Activité 2p175, Repères 1ère S, Hachette 2011 : Régression linéaire. (hors programme en S mais dans les programmes de STI2D , STL et STG).
On a une série statistique : chiffre d’affaire annuel (yi ) d’une entreprise sur 8 années (xi ) (entre 2003 et 2010). Le nuage de points correspondant semble montrer que le chiffre d’affaire est fonction affine des années. On cherche l’équation d’une droite approximant le nuage de points d’allure affine. Donc on cherche (D) :y=ax+b telle que  (graphiquement –dessin bienvenue-, S est la somme des carrés des distances prises verticalement entre notre droite cherchée et les points du nuage) soit minimale. Cf fichier Xcas.
Les programmes ne demandent pas à ce que les élèves connaissent les formules donnant a et b ni qu’ils sachent les calculer. L’objectif est de faire comprendre la méthode. La calculatrice ou autre moyen (tableur, Xcas) donne a et b dans la résolution d’un exercice. L’utilisation du calcul formel ici correspond exactement à « limiter le temps consacré à des calculs très techniques afin de se concentrer sur la mise en place de raisonnements ».
· Activité 2p52, Déclic Term S, Hachette 2012 : Notion d’asymptote horizontale
On considère la fonction f définie sur ℝ par f(x) = (x²+2)/(x²+4). On note C sa courbe représentative et D la droite d’équation y = 1. On note M et N les points de C et D de même abscisse x. Après avoir justifié que pour tout x MN = |f(x)-1|, on recourt au calcul formel pour trouver un réel x1 (respectivement x2 et x3) tel que pour tout réel x > x1 (resp. x2 et x3) on a MN < 10-1 (resp. 10-2 et 10-3 ) : « solve(abs(f(x)-1)<10^(-1),x) ».
On constate que la distance MN peut être rendue aussi petite qu’on le souhaite du moment que x est assez grand : la distance entre la courbe C et la droite D tend vers 0 quand x tend vers l’infini. Ce qui amène à la notion d’asymptote horizontale. A nouveau on s’épargne les calculs pour se concentrer sur l’idée.
Aussi :	17p195, Déclic Term S, Hachette 2012 (estimation de l’erreur commise avec la méthode de Simpson pour le calcul d’une intégrale, la calcul formel permet d’avoir sans se fatiguer une dérivée quatrième).
84p281, Déclic Term S, Hachette 2012, sans la dernière question (on a la solution d’un système correspondant à l’intersection de deux droites donnée par Xcas, interpréter).
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III. Outil de résolution à part entière.
· Activité 1p100, Symbole TS, Belin 2012 : Conjecturer la formule de dérivation de .
1./ Rappeler l’ensemble de définition, l’ensemble de dérivabilité et la fonction dérivée de la fonction racine carrée.
2./ On s’intéresse aux fonctions composées de la forme  où u est une fonction. A l’aide d’un logiciel de calcul formel, donner f’(x) dans chacun des cas suivants en précisant sur quel ensemble est définie f’ :
		
		
3./ Conjecturer une formule donnant la dérivée de . Quelles conditions semble devoir remplir la fonction u pour pouvoir appliquer cette formule ?
Dans cette activité de découverte, on pourrait donner les réponses et laisser les élèves trouver la formule. L’avantage d’utiliser un logiciel de calcul formel est que les élèves peuvent aller au-delà des quelques exemples proposer pour tester leurs conjectures, expérimenter des choses, leur marge d’action est accrue.
· Activité p95, Repères 1ère S, Hachette 2011 : Les chemins de traverse.
[image: ]Une personne court le long d’un champ de longueur 100m, il part de A et doit se rendre le plus rapidement possible en B en coupant à travers le champ à partir d’un point M. Sachant qu’il court à la vitesse de 6m/s sur la route mais seulement 4m/s dans le champ, déterminer la position du point M permettant de réaliser ce parcours en un temps minimal. On donne AC=100m et BC=20m.
On est amené à chercher le minimum sur l’intervalle [0 ; 100] de  (x=AM). Pour ce faire on aimerait avoir les variations de f donc le signe de f’ or f est trop complexe pour être dérivée par des élèves de première donc Xcas :
« f(x) :=x/6+sqrt((100-x)^2+20^2)/4 ;
g :=function_diff(f) ; »
L’expression obtenue est à simplifier (mise sur le même dénominateur, la fonction « simplify » de Xcas ne donne rien de concluant), on obtient . Dénominateur strictement positif, numérateur constitué de la différence de deux termes positifs sur l’intervalle d’étude [0 ; 100] donc son signe est le même que celui de la différence des carrés des deux termes (deux réels positifs et leurs carrés sont rangés dans le même ordre du fait de la croissance de la fonction carrée sur [0, +∞[), carrés qui simplifient la racine. Après étude du polynôme obtenu (-5x²+1000x-48400) on trouve f’(x) négatif sur [0 ; -8sqrt(5)+100] et positif sur [-8sqrt(5)+100 ;100] donc minimum de f atteint pour x=-8sqrt(5)+100. Résultats vérifiables avec Xcas :
« assume((x>=0)and(x<=100)) ;
solve(g(x)>0,x) »
Ou même « fMin(f(x),x) » qui donne directement le résultat sans passer par l’interprétation du signe de la dérivée.
Le recours au calcul formel intervient pour une étape clef, dérivation, non réalisable par les élèves (et dont le résultat n’est pas vérifiable à la différence des exercices de la partie I). En outre cet exercice permet de mettre en œuvre pas mal de choses (modélisation et mise en équation d’un problème avec réduction de l’intervalle d’étude, formule classique vitesse=distance/temps, Pythagore, propriétés de la fonction carré au moment de la recherche du signe du numérateur de la dérivée, lien signe de la dérivée-variations de la fonction).
Remarque : L’exercice du livre est très guidé et est posé comme un exercice Xcas pour Xcas à adapter en Xcas pour le programme d’après moi (Xcas permet d’obtenir la dérivée puis on se débrouille pour son signe).
· 73p34, Déclic Term ES, Hachette 2012 : Sommes et calcul formel.
Zoé souhaite louer un piano sur plusieurs années. Deux offres : offre A à 150€ mensuels avec augmentation de ce prix de 6€ chaque nouvelle année de location, offre B à 150€ mensuels avec augmentation de 4% chaque nouvelle année de location.
On étudie donc deux suites (an) et (bn), la première pour l’offre A arithmétique et la deuxième pour l’offre B géométrique. On s’intéresse à l’offre la plus avantageuse sur cinq ans. En ES la somme des termes d’une suite arithmétique est hors programme donc le calcul formel intervient pour donner l’expression de cette somme (dans le cas de l’offre A) en fonction de n, puis on remplace n par 5.
Aussi :	85p87, Déclic Term ES, Hachette 2012 (calcul d’une dérivée seconde difficile car la dérivée d’une fonction composée n’est pas dans les programmes).
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