Mécanique – Première partie

TD M4 : Oscillateur harmonique
But du chapitre

Etudier le modèle de l’oscillateur harmonique. 
Plan prévisionnel du chapitre 
M4 : Oscillateur harmonique
I /  Qu’est ce qu’un oscillateur harmonique ?
1°) Exemples
2°) Le modèle de l’oscillateur harmonique
3°) Etude énergétique
II / Oscillateur harmonique amorti (régime libre)
1°) Oscillateur harmonique amorti par frottement fluide
2°) Etude énergétique - Facteur de qualité
III /  Portrait de phase
1°) Introduction
2°) Propriétés des portraits de phase
3°) Exemple de l’oscillateur harmonique non amorti


Savoirs et savoir-faire

Ce qu’il faut savoir : 
· Définir un oscillateur harmonique à partir de l'équation différentielle de son mouvement, donner la forme de la solution. 
· Définir le portrait de phase. Exemples de l'oscillateur harmonique et de l'oscillateur amorti.
Ce qu’il faut savoir faire : 
· Traiter le cas du système solide-ressort non-amorti.

· Traiter le cas du pendule simple pour de petites oscillations en utilisant le principe fondamental de la dynamique ou une approche énergétique.

· Exemple du système solide-ressort amorti par une force de frottement fluide : établir l'équation différentielle puis définir la pulsation propre et le facteur de qualité. À partir de l'équation différentielle de l'oscillateur amorti, poser l'équation caractéristique puis déterminer les 3 formes possibles des solutions ainsi que leurs représentations graphiques.
Erreurs à éviter/ conseils :
· II faut faire très attention à l'expression de l'allongement du ressort, pour l'expression de la tension et de l'énergie potentielle élastique : ne pas écrire aveuglément 
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! L'expression exacte dépend des notations employées dans chaque cas.

· Si on ne choisit pas comme variable l'écart à la position d'équilibre, il restera toujours des constantes non nulles dans l'équation différentielle. On peut les laisser s'il s'agit d'un oscillateur libre (ce qui donne une équation différentielle avec second membre constant), mais dans le cas d'un oscillateur forcé (chapitre suivant) il faudra obligatoirement changer de variable (sinon il y aurait au second membre une constante et un terme sinusoïdal).

· Dans la résolution d'une équation différentielle avec second membre, ne jamais appliquer les conditions initiales à la seule solution de l'équation différentielle sans second membre ! Il faut d'abord écrire la solution complète, puis utiliser les CI pour trouver les constantes d'intégration.

Savez-vous votre cours ?
Lorsque vous avez étudié votre cours, vous devez pouvoir répondre rapidement aux questions suivantes : 
Une masse m au point M se déplace sur une droite horizontale et sa position d'équilibre est x = 0 ; elle est soumise de la part d'un ressort à une force de rappel proportionnelle à l'élongation 
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 (k > 0, la raideur du ressort) et éventuellement de la part d'un dispositif d'amortissement à une force de frottement fluide opposée à la vitesse 
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 (λ > 0, le coefficient de frottement du dispositif).

· Écrire l'équation d'évolution du système ; comment varie au cours du temps son
énergie  mécanique? Quel  est  l'équivalent électrique pour  le  dipôle   RLC   des
grandeurs mécaniques suivantes : m, k, λ, x(t) et v(t) ?

· Dans le cas particulier de l'oscillateur non amorti (λ = 0), comment s'écrit la solution
de l'équation différentielle du mouvement ? Et quelle est alors  l'expression de
l'énergie mécanique de l'oscillateur ? Commenter.

· Pour  l'oscillateur amorti,  donner pour  chacun  des  trois  régimes  (à  définir et
caractériser) la solution x(t) avec les conditions initiales suivantes : x(t = 0) = x0 > 0
et v(t = 0) = 0 (on lâche la masse avec une vitesse initiale nulle hors de la position
d'équilibre). Tracer et commenter les graphes x(t). Représenter également le portrait
de phase 
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(x) et commenter.

· Dans le cas du régime pseudopériodique, définir le décrément logarithmique δ et
comparer la pseudo-période T à la période propre T0 ; quelle relation lie ces trois
grandeurs ?

Applications du cours
Application 1 : Oscillateur élastique horizontal non amorti 
On considère un point matériel M de masse m fixée à l’extrémité d’un ressort (constante de raideur k, longueur au repos l0) ; le point matériel est astreint à se déplacer sans frottement le long de l’axe horizontal O’x, O’ étant l’autre extrémité fixe du ressort. 
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enrégime libre On se limite & 'étude doscillateurs unidimensionnels pour lesquels le vecteur

iti M ne dépend d’ : iale.
Portrait de phase ] position OM ne dépend que d’une seule variable spatiale.

1 m Oscillateur harmonique non amorti

1.1. Exemple d’oscillateur harmonique :
particule élastiquement liée

2) Equation du mouvement

Considérons une particule M (masse m) fixée a I'extrémité d’un ressort (constante
de raideur k, longueur au repos €,). La particule est astreinte & se déplacer sans
frottement le long d'un axe horizontal O'x, O' étant I'autre extrémité fixe du ressort
(Fig. 1).

La force de rappel élastique est liée a I'allongement algébrique A€ = € - €, par:
f=—k(€-€) Uy

En prenant le point O comme nouvelle origine (€ - ¢, = OM = x), le principe fon-
damental de la dynamique appliqué a M(m) conduit a :

- - k
mx=- it:  X+—x=0
x kx, soit =

7
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ces trajectoires s’allongent de plus en plus selon I'axe des 6 car 'amplitude 6y,
: 63
augmente avec 6, (cos@M =1 —éé) : courbes Cy, C,, Czen Fig. 195
0

pour éo faible, on retrouve le cas d’un oscillateur harmonique non amorti dont
la trajectoire c;e phase est une ellipse C; d’équation 02+Q32 6% = ég (en posant
1-cos 6= 92—) : :

— trajectoire de phase limite C, pour 6, = 2 Qg 0U ¢, = 2mgr;

- trajectoires de phase ouvertes (mouvement révolutify pour €, >2mgr, car § ne
s’annule jamais ; exemples des courbes Cs, Cg (§,>0) ou 6 est minimale pour

0=xm(6,

min

=/ 3 -4 ©3) ou de la courbe C; correspondant a 6,<0 et QOJ >2 Qg

).

(point initial P}, de phase) pour laquelle 6 reste toujours négative (Fig. 1

= Signalons qu’un portrait de phase permet de connaitre immédiatement la nature
des positions d’équilibre : les trajectoires de phase entourent une position d’équi-
libre stable (6 = 0 ou 2 k & dans I’exemple proposé) mais n’entourent pas une posi-
tion d’équilibre instable (6 = mou 2k + 1) 7).

 Nous retiendrons également que deux trajectoires de phase distinctes, d’éner-
gies mécaniques différentes, ne peuvent pas se couper en un méme point P (x, x)
d’énergie €., (x, X).

« Rappelons que ce type d'oscillateur est soumis aI’action d’une force dissipative
fg=-« x (frottement fluide), x étant un paramétre de position.

Z . g w g - ,
L’équation du mouvement s’écrit : x + 50 x+ @3 x = 0 (pulsation propre @y, facteur
de qualité Q).
Dans ce cas, I'énergie mécanique €, diminue progressivement au cours du

mouvement : % =P, =— ax? (puissance 9, de la force dissipative).

= Donnons quelques exemples graphiques :
— cas d’un portrait de phase, en régime apériodique (Q=0,2), limité & deux trajec-
toires de phase 2 partir de Py (o = 1, Xo = 0) et Pg ()% ,0) (Fig. 20);
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1°) Exprimer l’énergie potentielle du point matériel en fonction de x.  Tracer l’évolution de l’énergie potentielle de pesanteur en fonction de x. Expliquer pourquoi la position x = 0 correspond à une position d’équilibre stable. 

2°) Exprimer l’énergie mécanique du point matériel en fonction de m, k, x et 
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3°) Pourquoi peut-on dire que l’énergie mécanique du point matériel se conserve ? Exprimer l’énergie mécanique du point matériel en fonction de k, x0, v0 et ω0 puis en fonction de m, x0, v0 et ω0
4°) Retrouver l’équation différentielle du DM 8 à partir de l’expression de l’énergie mécanique.

Application 2 : Qui est qui ?

On étudie un oscillateur amorti (cas présenté dans le DM 8) en régime apériodique. On a pour plusieurs valeurs du coefficient d’amortissement (ou du facteur de qualité), tracé l’évolution de x en fonction du temps.  
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m Oscillateur harmonique

0 Exercice 13.1. Ressort sur tige inclinée
Considérons une masse m accrochée a un ressort (k,/,) et pouvant o)
glisser sans frottement sur une tige inclinée d’un angle o par rapport a
la verticale. On définit un axe (Ox) selon la direction de la tige, avec
I’origine O est prise & I"autre extrémité du ressort. o
1. Energie et équilibre m
a) Déterminer |’énergie potentielle totale £, (x) de la masse m.
b) En déduire la position d’équilibre stable xzq.
) Exprimer I'énergie potentielle en fonction de # = x
2. Oscillations
a) Etablir I'équation différentielle du mouvement de la masse.
b) En déduire la période des petites oscillations.

0 Exercice 13.2. Oscillation le long d’une tige

Un petit anneau, assimilé a un point matériel M de masse m,
est astreint 4 se déplacer sans frottement le long d’une tige
rectiligne horizontale, choisic comme axe (Ox). 11 est relié a un
ressort (longueur a vide £, raideur k) dont I'autre extrémité est
fixée en A. La distance de 4 & la tige est A0 = a.

o M x
1. Exprimer ’énergie potenticlle totale £,(x). En déduire que, dans le cas ou a > £y, la seule
position d’équilibre est O et qu’elle est stable.
2. On étudie alors les oscillations autour de O. Ecrire I'équation différentielle du mouvement

par dérivation de I’énergie mécanique. En ne gardant que les termes d’ordre 1 en x (c’est-d-
dire en négligeant les termes en x°, 3..), en déduire la période des petites oscillations.

0 Exercice 13.3. Molécule diatomique*
Une molécule de monoxyde de carbone (CO) est modélisée par deux masses ponctuelles, m;
pour I'atome de carbone et 7, pour I’atome d’oxygéne. Pour simplifier, on considérera ici que
Patome de carbone est fixe dans un référentiel galiléen, et que ’atome d’oxygeéne ne peut subir
que des déplacements rectilignes le long d’un axe (Ox). On néglige la gravitation.
1. L’énergie potentielle d’interaction des deux atomes est bien représentée par 1’équation

empirique dite de Morse : V(1) =V, |1 —ePr-n) ? ou r est la distance des noyaux des
q Y

deux atomes et ou Vg, B et ro sont des constantes positives, avec Bro>> 1.
a) Tracer un graphe de ¥/(r), en faisant bien apparaitre Vo et 7o.
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étre frottement visqueux linéaire de coefficient d’amortissement .
nt de On suppose que la masse totale M (voiture et passagers) est

toujours également répartie entre les quatre systémes. Les

roues de rayon R sont considérées comme entiérement rigides.
nique On n’envisage que des déplacements verticaux du chéssis, [

repéré par son altitude z par rapport au sol; la longueur z

commune des quatre ressorts est notée L.

y
3 1. Le véhicule étant immobile sans freins sur un sol horizontal, quelle est la longueur L. des
ressorts au repos et la « garde au sol » z. du véhicule ?

2. Le chassis est abaissé d’une hauteur 4, puis brusquement libéré sans vitesse initiale.

a) Etablir I’équation différentielle de la position z(#) du chassis par rapport au sol. On introduira
)

P la grandeur ©, et un facteur de qualité O dont on précisera I’expression.

b) L’amortisseur a été réglé de maniére a obtenir un retour  la position d’équilibre final le plus
rique bref possible, lorsque la masse M est seulement celle de la voiture (1100 kg). Quelle doit étre
s, qui la valeur de / en fonction de Met k ?
ale. ©) Déterminer alors 1’expression compléte de la solution z(#) en fonction de z., 4 et @ .

deux d) Tracer les courbes représentant :  — 1’évolution de z en fonction du temps 7 ;
— la trajectoire de phase dans le plan (z,2).

3. La méme expérience, avec les mémes conditions initiales, est réalisée sur cette voiture avec a

et de Pintérieur Madame Michu (90 kg), son mari (150 kg) et ses trois filles (80 kg chacune).

a) Que vaut alors le facteur de qualité ? Déterminer la nouvelle solution z (¢). Cette situation

est-elle plus ou moins confortable que la précédente ?

b) Tracer I’allure de la nouvelle trajectoire de phase.

D'aprés E34
Q Exercice 13.6. Oscillateur a deux ressorts
de @e. Un mobile supposé ponctuel de masse m est astreint a glisser le long d’une tige horizontale de
direction (Ox). Ce mobile est relié par deux ressorts linéaires a deux points fixes 4 et B.
ENAC ressort 1 ressort 2
o x 3

Les deux ressorts sont identiques : méme constante de raideur k et méme longueur au repos £o.

Dans la position d’équilibre du systéme, les longueurs des ressorts sont identiques et valent £g,

=t le mobile se trouve a I'origine O de I’axe. On se place dans le référentiel terrestre, considéré

comme galiléen. A =0, le mobile est abandonné sans vitesse initiale d’une position x; # 0.

1. Dans un premier temps on néglige tout frottement.

a) Etablir 1’équation différentielle dont x(#) est solution.

b) Montrer que le systéme constitue un oscillateur harmonique dont on précisera la pulsation @g

et la période 7; en fonction de k et m.

) Donner I’expression de x(7) en tenant compte des conditions initiales.

TRE 13 OSCILLATEURS MECANIGUES 353 mm




[image: image39.jpg]- 1’énergie
0, W0, 7 €t
élastique

, la force

- I’expres-
ériode en

t?
aprés CCP

M

6 diminue
délise par

jation sous

ordonnées

IAPITRE 13

Ao

La masse est m =470 g.
Calculer numériquement, a partir des
/\ /\ /\ j\ valeurs expérimentales :
A — le décrément logarithmique & ;
\/ — la pseudo-période T';
i(s) —letempst;
— la constante a.

4. Tracer précisément la trajectoire de phase suivie par cet oscillateur, dans le plan de phase

S ob Mo M oa o @

©,6). Ajouter sur le méme graphe la trajectoire de phase qu’on aurait obtenue en 1’absence

de frottements.
D'aprés Mines d’Albi, Alés, Douai, Nantes

® Oscillateur forcé

Q Exercice 13.8. Ressort a attache mobile
On considére une bille M de masse m, attachée a une extrémité d’un ressort horizontal (, €,)
selon I"axe (Ox). Elle subit également une force de frottement visqueux linéaire F = —hv(M).
On communique a I'autre extrémité 4 du ressort, a partir de I'instant # = 0, un mouvement
oscillatoire : x,(f) = A, cos(wt) .
1. Etablir I'équation différentielle vérifiée par I’abscisse x(r) = OM(1) du point M.
2. Déterminer x(7) en régime permanent.

3. Donner la forme de la solution compléte x(7) a partir de 7 = 0 (sans chercher a déterminer les
constantes d’intégration) ; on supposera que les frottements sont faibles.

Q Exercice 13.9. Ressort a attache mobile sans frottement*
On considére une bille M de masse m, attachée a une extrémité d’un ressort horizontal (k, £,)
selon I’axe (Ox). Elle se déplace sans aucun frottement.
On communique a Iautre extrémité 4 du ressort, a partir de I'instant 7 = 0, un mouvement
oscillatoire : x,(7) = A, sin(wr). A =0, I'abscisse x (0) de M est £, (le ressort étant donc a sa

iCs

1. Etablir I'équation différentielle vérifice par I’abscisse x(¢) de M.

2. On suppose ® # @o. Déterminer la solution compléte de I’équation différentielle. Y a-t-il un
régime transitoire ?

3. On suppose maintenant @ = . La solution précédente est-elle encore valable ? Montrer
alors (sans tenir compte de la vitesse initiale) qu'une fonction de la forme
£4+ Btcos(wt + @) peut étre solution, pour des valeurs de B et ¢ a préciser. Tracer la courbe
correspondante. Le systéme est-il stable ? Que se passerait-il en réalité ?

Jongueur a vide) et sa vitesse est nulle. On pose ®, =
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Un wagonnet, de masse m, assimilé & un point matériel M, est astreint a glisser
sans frottement entre deux glissiéres circulaires voisines de centre O et de rayon
moyen r.

Le mouvement de ce point M a lieu dans le plan x Oy (Fig. 17).
Alinstant t, le point M est repéré par I'angle 6 = (BX, OI\Z).

Positions d’équilibre - stabilité
L’énergie potentielle de pesanteur du wagonnet est supposée nulle au point A.
Rappelons que cette énergie potentielle est définie par :
d€,=-mg-df=-mg-dOM, soit:dg,=-mgdx,
et par intégration entre les points A et M : €,(M) — €,(A) =mg (X4 — Xy, d'ou:

%p(e) —mgr-—cosd .

dé : d2¢ Ve Qo
Sachant que d—ep =mgrsing, —de_Qp =mgrcosé, on en déduit (Fig. 18) :

22}

. dé
équilibre du point M pour sin@ = 0, tel que =i Q

équilibre stable pour 6 = 2 k &, avec k entier algébrique (graphe de €,(6) assi-

; d2 ¢
milé localement a un puits de potentiel tel que d92p =0)

équilibre instable pour 6= r+2kr=(2k+1)x (graphe de €,(6) assimilé

: . d2é
localement a un mont de potentiel tel que d62‘o =0):

v

B e e
\ AT

'

1

!

'

'

1

'

1

L

It

94






· Identifier les courbes qui correspondent au coefficient d’amortissement le plus important et celle qui correspond au coefficient d’amortissement le plus faible. Préciser comment évolue le temps d’évolution caractéristique du régime apériodique quand le coefficient  d’amortissement augmente.

· Identifier les courbes qui correspondent au facteur de qualité le plus important et celle qui correspond au facteur de qualité le plus faible. Préciser comment évolue le temps d’évolution caractéristique du régime apériodique quand le facteur de qualité augmente.

Application 3 : Analogie électromécanique

En comparant l’étude du circuit RLC série réalisée dans le chapitre E3 et l’étude réalisée sur l’oscillateur amorti, compléter le tableau suivant.

	
	Electricité
	Mécanique

	Equation différentielle
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	Variable étudiée
	u
	x

	Dérivée de la variable étudiée
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	Paramètres de l’oscillateur
	R
	α

	
	L
	

	
	C
	

	Pulsation propre
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	Période propre
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	Facteur de qualité
	
	

	Energie de l’oscillateur
	
	


Application 3 : Qui est qui ?
Les 6 trajectoires suivantes dans le plan de phase où seul le facteur de qualité varie. Il vaut : 0,1 ; 0,2 ; 0,5 ; 1 ; 5 ; 50. Qui est qui ?
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Application 4 : Portrait de phase d’un système conservatif
Un wagonnet de masse m assimilé à un point matériel M est astreint à glisser sans frottement entre deux glissières circulaires voisines de centre O et de rayon moyen r. Le mouvement du point M a lieu dans le plan (Oxy). Dans toute l’application on néglige les frottements liés au déplacement du wagonnet dans l’air.
1°) L’énergie potentielle du point wagonnet est supposée nulle au point A. exprimer l’énergie potentielle de pesanteur du wagonnet en fonction de θ. Représenter l’évolution de l’énergie potentielle de pesanteur en fonction de θ. Déterminer les valeurs de θ qui correspondent à des positions d’équilibre stables ou instables. 
2°) On suppose que le wagonnet est lancé du point A (xA = r et yA = 0) avec une vitesse initiale 
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 à l’instant t = 0. 
· Exprimer la vitesse du point M à l’instant t en fonction de r et de 
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· Exprimer l’énergie mécanique du wagonnet en fonction de θ et de 
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· Pourquoi l’énergie mécanique du wagonnet se conserve-t-elle ?

· Montrer que la conservation de l’énergie mécanique permet d’écrire 
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 et exprimer Ω0 en fonction de g et r. 
· Dans le domaine 0 < θ < Π, comment évolue 
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 lorsque θ augmente.  Exprimer la valeur minimale de 
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 en fonction de Ω0 et 
[image: image21.wmf]2

0

q

&

.
· Expliquer pourquoi le wagonnet est soit animé d’un mouvement oscillatoire périodique, soit animé d’un mouvement révolutif. Associer chacun des mouvements possibles à la condition qui lui correspond 
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. Expliquer votre choix.
· Dans le cas du mouvement oscillant périodique, déterminer l’amplitude angulaire des oscillations.
3°) On dispose du portrait de phase suivant : 

On a représenté sept trajectoires de phase différentes numérotées de C1 à C7 qui correspondent chacune à une valeur de l’énergie mécanique.

· Identifier les trajectoires de phase qui correspondent au mouvement révolutif et celles qui correspondent au mouvement oscillant périodique.  Classer ces trajectoires par ordre d’énergie mécanique croissante.
· Quelle est la trajectoire de phase qui correspond à la plus petite valeur de 
[image: image24.wmf].
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· Pourquoi les trajectoires de phase qui correspondent au mouvement révolutif  présentent–elles un minimum quand θ = - Π et θ = Π ? Quelle est la trajectoire de phase qui correspond à  < 0 ?
Exercices

Exercice 1 : Ressort sur une tige incliné
Considérons une masse m accrochée à un ressort (k, l0) et pouvant glisser sans frottement sur une tige inclinée d'un angle α par rapport à la verticale. On définit un axe (Ox) selon la direction de la tige, avec l'origine O est prise à l'autre extrémité du ressort.

Énergie et équilibre

· Déterminer l'énergie potentielle totale Ep(x) de la masse m.

· En déduire la position d'équilibre stable xeq.

· Exprimer l'énergie potentielle en fonction de u = x-xeq.

Oscillations

· Établir l'équation différentielle du mouvement de la masse.

· En déduire la période des petites oscillations.

Exercice 2 : Molécules diatomiques
Une molécule de monoxyde de carbone (CO) est modélisée par deux masses ponctuelles, m1 pour l'atome de carbone et m2 pour l'atome d'oxygène. Pour simplifier, on considérera ici que l'atome de carbone est fixe dans un référentiel galiléen. et que l'atome d'oxygène ne peut subir que des déplacements rectilignes le long d'un axe (Ox). On néglige la gravitation.
1°) L'énergie potentielle d'interaction des deux atomes est bien représentée par l'équation empirique dite de Morse :    V(r) = V0[l –e-β(r-r0)]2 où r est la distance des noyaux des deux atomes et où V0, β et r0, sont des constantes positives, avec βr0 >> l. 
a) Tracer un graphe de V(r), en faisant bien apparaître V0 et r0.
b) Que représentent physiquement ces deux constantes ? Quelle est la dimension de β ?

2°) Montrer qu'il existe un domaine de distances où l'énergie potentielle d'interaction peut être modélisée par celle d'un ressort de constante de raideur k que l'on précisera.

3°) Dans le cadre de cette approximation, déterminer l'équation différentielle du mouvement de l'atome d'oxygène, et en déduire la fréquence des petites oscillations.

(En réalité on doit tenir compte des mouvements des deux atomes).

Exercice 3 : Oscillateur à deux ressorts
Un mobile supposé ponctuel de masse m est astreint à glisser le long d'une tige horizontale de direction (Ox). Ce mobile est relié par deux ressorts linéaires à deux points fixes A et B.

Les deux ressorts sont identiques : même constante de raideur k et même longueur au repos l0. Dans la position d'équilibre du système, les longueurs des ressorts sont identiques et valent léq, et le mobile se trouve à l'origine O de l'axe. On se place dans le référentiel terrestre, considéré comme galiléen. A t = 0, le mobile est abandonné sans vitesse initiale d'une position x0 différente de 0.
1. Dans un premier temps on néglige tout frottement.

· Établir l'équation différentielle dont x(t) est solution.

· Montrer que le système constitue un oscillateur harmonique dont on précisera la pulsation ω0 et la période T0 en fonction de k et m.

· Donner l'expression de x(t) en tenant compte des conditions initiales.

· Donner les expressions de l'énergie potentielle élastique Ep(t) des deux ressorts, de l'énergie cinétique Ec(t) du mobile et de l'énergie mécanique totale E(t) en fonction de k, x0, ω0, t et éventuellement l0 et leq. Par convention, l'origine de l'énergie potentielle élastique correspondra à la position d'équilibre : Ep = 0 pour x = 0.

2. En fait il existe entre le mobile et la tige un frottement de type visqueux linéaire, la force étant de la forme 
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 (où µ est une constante positive).

· Établir l'équation différentielle dont x(t) est solution. On posera h = µ/m.
· Montrer que lorsque 
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u, le mouvement est oscillatoire amorti. Donner l'expres​sion de x(t) en tenant compte des conditions initiales, et exprimer la pseudo-période en fonction de ω0 et h.

· Quelle est l'énergie dissipée par le frottement pendant la durée totale du mouvement ?

Exercice 4 : Pendule pesant simple

On considère un point matériel M de masse m, accroché à un point fixe O par l'intermédiaire d'un fil inextensible de longueur l et de masse nulle. L'ensemble est situé dans le champ de pesanteur terrestre 
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 (avec g = 9,8m.s-2), 
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étant un vecteur unitaire de l'axe (Ox). On note l'angle orienté θ = (Ox,OM). On suppose que le mouvement reste dans le plan vertical (Oxy), l'angle θ restant toujours faible. À l'instant t = 0, on lâche la masse d'un angle θ0 sans vitesse initiale.

Lorsque l'on enregistre expérimentalement θ(t), on constate que l'amplitude de θ diminue lentement. On interprète ce résultat par la présence de frottements que l'on modélise par
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, où 
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 désigne la vitesse du point M, et α une constante positive.
[image: image31.jpg]d) Donner les expressions de 1’énergie potentielle €élastique E,(7) des deux ressorts, de I’énergie
cinétique E(f) du mobile et de 1’énergie mécanique totale E(7) en fonction de &, xo, @, et
éventuellement £, et {s Par convention, I'origine de I’énergie potentielle élastique
correspondra 4 la position d’équilibre : E; = 0 pour x = 0.

2. En fait il existe entre le mobile et la tige un frottement de type visqueux linéaire, la force
étant de la forme F =—pv (ol p est une constante positive).

a) Etablir I'équation différentielle dont x(7) est solution. On posera h = B
m

b) Montrer que lorsque p < 2%*\km , le mouvement est oscillatoire amorti. Donner ’expres-
) sion de x(7) en tenant compte des conditions initiales, et exprimer la pseudo-période en
¢ fonction de w, et A.

) Quelle est I’énergie dissipée par le frottement pendant la durée totale du mouvement ?
D'aprés CCP

Q Exercice 13.7. Pendule pesant simple*

On considére un point matériel M de masse m, accroché a un point fixe O o
par l'intermédiaire d'un fil inextensible de longueur ¢ et de masse nulle.

L'ensemble est situé dans le champ de pesanteur terrestre § = g; (avec

b

£=9,8m-s7?), 7 étant un vecteur unitaire de l'axe (Ox). On note l'angle
orienté 0 =(Ox,0OM). On suppose que le mouvement reste dans le plan

vertical (Oxy), I’angle 0 restant toujours faible. M
A P’instant 1 = 0, on lache la masse d’un angle 0, sans vitesse initiale. x

Lorsque I’on enregistre expérimentalement (), on constate que l'amplitude de 6 diminue

lentement On interpréte ce résultat par la présence de frottements que 1’on modélise par

f=-av,ouv désigne la vitesse du point M, et a une constante positive.

1. Etablir I'équation différentielle du second ordre vérifiée par 0(7), et écrire cette équation sous
d*e  2de

la forme : —+=—+n30=0.

dr? tder

2. a) A quelle condition obtient-on un régime pseudo-périodique ?

b) Dans ce cas, déterminer la pseudo-période 7. Que représente alors T ?

W =@ 9 5 ~

©) On appelle décrément logarithmique la quantité §=In L0@) 5
0(+T7)

Exprimer § en fonction de T et 1.
3. La figure ci-dessous représente les variations de 0 avec le temps. On précise les coordonnées
de quatre points particuliers :
Points A B C D

1(s) 0,53 1,10 2,20 8,25
0() 0,00 8,95 8,02 0,00
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1°) Établir l'équation différentielle du second ordre vérifiée par θ(t), et écrire cette équation sous


[image: image32.wmf]0

2

2

0

2

2

=

+

+

q

w

q

t

q

dt

d


2°) a) A quelle condition obtient-on un régime pseudo-périodique ?

b) Dans ce cas, déterminer la pseudo-période T. Que représente alors τ ?

c) On appelle décrément logarithmique la quantité δ = 
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Exprimer δ en fonction de T et τ. 
3°) La figure ci-dessous représente les variations de θ avec le temps. On précise les coordonnées de quatre points particuliers :

	Points
	A
	B
	C
	D

	t(s)
	0.53
	1,10
	2,20
	8,25

	θ(°)
	0,00
	8,95
	8,02
	0,00


La masse est m = 470 g.


Calculer numériquement, à partir des valeurs expérimentales :

· le décrément logarithmique δ;

· la pseudo-période T;

· le temps τ;

· la constante α.
4°) Tracer précisément la trajectoire de phase suivie par cet oscillateur, dans le plan de phase (θ, 
[image: image34.wmf])
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. Ajouter sur le même graphe la trajectoire de phase qu’on aurait obtenue en l’absence de frottements.
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