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INTRODUCTION A LA RECHERCHE OPERATIONNELLE

Objet : 

Permettre à un agent économique de prendre la meilleure décision possible (parfois identifiée à l'Aide à la Décision)

Situation:
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Au carrefour entre l'économie, les mathématiques (appliquées) et l'informatique.
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Formulation d'un problème :

· modélisation mathématique d'un problème économique d'optimisation,

· analyse mathématique du modèle,

· recherche d'une résolution informatique efficace. 

Souvent le problème d'optimisation porte sur un ensemble fini de solutions possibles :

Minx(X f(x) où X est un ensemble fini.

Solution triviale : on évalue f pour toutes les valeurs de x et on prend la meilleure, problème : l'explosion combinatoire.

Exemple : 

Soirée avec 25 garçons 25 filles, pour chaque couple possible (i,j) il existe un degré d'intérêt mutuel : dij, on suppose que pour que la soirée soit la plus réussie possible il faut maximiser la somme des intérêts mutuels, si on appelle p une permutation quelconque sur 25 et P l'ensemble des permutations sur 25 le problème revient en posant 
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à résoudre le problème d'optimisation
Max p(PFp.

Nombre de possibilités d'affectation : 25!

Exemple de réalisation informatique : supposons que chaque évaluation de Fp dure 1s, alors l'obtention de la solution optimale par recherche exhaustive nécessite 5 milliards de siècles !

Pourtant il existe un algorithme qui permet de l'obtenir en quelques secondes (Méthode hongroise).

Les domaines d'intérêt de la recherche opérationnelle comprennent :

· l'étude mathématique des problèmes pour en déduire des propriétés et en particulier essayer de restreindre l'ensemble des solutions possibles,

· la recherche d'algorithmes efficaces de résolution, 

· la classification des problèmes pour savoir comment aborder un problème nouveau.

Un outil essentiel pour la modélisation et la résolution de problèmes d'optimisation combinatoire : les graphes. Un outil essentiel de résolution : la programmation linéaire.

Quelques problèmes classiques :

1) Dans un graphe trouver un cycle qui passe par toutes les arêtes sans passer 2 fois par la même (Cycle Eulerien).

2) Dans un graphe trouver un cycle qui passe par tous les sommets sans passer 2 fois par le même (Cycle Hamiltonien).

3) En supposant que chaque arc d'un graphe a un coût, trouver un circuit qui passe par tous les sommets et de coût total minimum : problème du Voyageur de Commerce (Traveling Salesman Problem). Problème ayant de nombreuses applications pratiques de type séquencement de tâches.

4) Trouver un circuit qui passe par tous les arcs et de coût total minimum : problème du Postier Chinois.

5) Rechercher le plus court chemin entre 2 sommets donnés d'un graphe.

6) Rechercher l'ordonnancement optimal de tâches de durée donnée et soumises à des contraintes.

7) Problème d'affectation optimale, comme dans notre exemple.

8) Problème du Sac à Dos : remplissage d'un sac de volume total donné par des produits d'apports énergétiques donnés, pour obtenir le remplissage optimal en énergie totale.

….

QUELQUES ELEMENTS DE THEORIE DES GRAPHES

I. DEFINITIONS DE BASE

1) Graphes

Un graphe est défini par :

· 2 ensembles finis disjoints X (sommets) et U (arcs),

· 2 applications I (extrémité initiale) et T (extrémité terminale) de U(X, qui à chaque arc associent son extrémité initiale et son extrémité terminale.

Il s'agit donc ici de graphes orientés.

Exemple : G(X, U) avec X=( x1, x2, x3), U=( u1, u2, u3, u4),

Arc

I

T

u1

x1

x2

u2

x2

x1
u3

x2

x3
u4

x2

x3
Remarque :

Cette définition autorise l'existence de plus d'un arc entre 2 sommets.

Lorsqu'un graphe a au plus un arc entre 2 sommets on l'appelle graphe simple. Dans ce cas on peut identifier U à un sous-ensemble de X.X et représenter un arc u par la paire (I(u), T(u)). 

Soit x(X,

On appelle demi-degré extérieur de x noté 

d+(x) = nombre d'arcs u tels que I(u)=x, arcs "sortants" de x.

On appelle demi-degré intérieur de x noté 

d-(x) = nombre d'arcs u tels que T(u)=x, arcs "entrants" dans x.

On appelle degré de x noté 

d(x) = d+(x) + d-(x).

Soit u(U tel que I(u) = x, T(u) = y, on dit que x et y sont adjacents, que x est un prédécesseur de y et y un successeur de x. L'arc u est dit incident (extérieur) à x et incident (intérieur) à y.

Proposition 1 

[image: image10.wmf]å

Î

'

)

(

U

u

u

d

Démonstration : chaque arc possédant exactement une extrémité initiale et une extrémité terminale, chaque arc intervient une fois et une seule dans chacune des sommes.

2) Chemins et circuits 

x, y (X, on appelle chemin de x à y une séquence d'arcs (ui1, ui2, …, uik) telle que 

I(ui1) = x, T(uik) = y et,

I(uij+1) = T(uij) pour j = 1, …, k-1.

Chemin simple si pas 2 fois le même arc, chemin élémentaire si pas 2 fois le même sommet, circuit si x = y.

Proposition 2

S'il existe un chemin de x à y alors il existe un chemin élémentaire de x à y.

Démonstration : On peut décrire un chemin par une succession d'arcs et de sommets. Si on rencontre 2 fois le même sommet dans la liste, alors le sous-chemin entre ces 2 sommets est un circuit qui peut être supprimé en créant un nouveau chemin, on recommence jusqu'à ce que le chemin soit élémentaire.

Soient s, p (X, comment construire un chemin élémentaire, s'il existe, de s à p ?

On donne un algorithme qui utilise la notion très importante de marquage.

Algorithme : Recherche d'un chemin de s à p.

Initialisation:

M= {s}; M est l'ensemble des sommets marqués;

TANTQUE il existe u tel que I(u)(M et y = T(u)(M


FAIRE M=M ( {y}

FINTQ

Si p(M alors il existe un chemin, sinon pas de chemin.

Attention : comme tel l'algorithme ne donne pas le chemin solution.

II. NOTION DE FORTE CONNEXITE

Un graphe G = (X, U) est fortement connexe si ( x, y (X, il existe un chemin de x à y. Par convention on dira qu'il existe un chemin de x à x.

Pour tester la forte connexité on peut appliquer l'algorithme précédent à partir de chaque sommet.

a (X, on appelle composante fortement connexe de a l'ensemble :

X(a) = { x ( X (( un chemin de a à x et ( un chemin de x à a }.

Si on considère la relation, x et y sont en relation si ( un chemin de x à y et ( un chemin de y à x, il est clair que cette relation est une relation d'équivalence dont les classes d'équivalence sont les composantes fortement connexes. On peut donc effectuer une partition des sommets.

Construction effective de la composante fortement connexe du sommet a :

X(a) = X+(a) ( X-(a) où,

X+(a) = { x ( X (( un chemin de a à x },

X-(a) = { x ( X (( un chemin de x à a }.

A un graphe G(X,U) on associe son graphe réduit GR(X', U') de la manière suivante :

chaque x' (X' correspond à une composante fortement connexe de G, il existe un arc (x', y') s'il existe un arc entre deux sommets appartenant aux composantes fortement connexes correspondantes dans G.

Proposition 3 

Un graphe réduit ne contient pas de circuit.

Démonstration : s'il existe un circuit dans GR,  il est facile de démontrer que, entre toute paire de sommets des composantes fortement connexes correspondantes il existe un chemin dans G.

III. GRAPHES NON ORIENTES - ARBRES

Il existe une correspondance naturelle entre les notions orientées et non orientées.

Notion orientée

Notion non orientée

Arc



Arête
Chemin


Chaîne
Circuit



Cycle
Forte connexité

Connexité
Théorème 1

L'adjonction d'une arête à un graphe a l'un et l'un  seulement des effets suivants :

· diminution d'une unité du nombre de composantes connexes,

· création d'un nouveau cycle.

Démonstration : les deux possibilités s'obtiennent en choisissant des arêtes qui ont leurs extrémités dans des composantes connexes différentes ou dans la même composante connexe.

Corollaire 1

Soit un graphe G(X, U) alors :

a) G connexe ( (U(( (X(- 1

b) G sans cycle ( (U(( (X(- 1.

Démonstration : construire un graphe en partant des sommets uniquement, en ajoutant les arêtes une à une et appliquer le théorème 1.

Un arbre est un graphe connexe sans cycle.

Théorème 2

Soit un graphe G(X, U) avec m = (X(( 2.

Les propriétés suivantes sont équivalentes et caractérisent un arbre :

1) G est connexe et sans cycle,

2) G est connexe minimal (si on enlève une arête quelconque il n'est plus connexe),

3) G est connexe et possède (m-1) arêtes,

4) G est sans cycle maximal (si on ajoute une arête quelconque il n'est plus sans cycle),

5) G est sans cycle et possède (m-1) arêtes,

6) Il existe une chaîne et une seule joignant une paire de sommets quelconque.

Démonstration : par applications du théorème 1 et du corollaire 1. 

Pour démontrer que 1)(6) la connexité équivaut à l'existence d'une chaîne, l'unicité de cette chaîne à l'absence de cycle.

Proposition 3 

Un arbre avec m ( 2 possède au moins deux sommets de degré 1 ( sommets pendants).

Démonstration : d'après la proposition 1 et le théorème 2, la somme des degrés est 2(m - 1), de plus chaque sommet a un degré au moins égal à 1 par la connexité, il existe au moins deux de ces degrés qui valent exactement 1.

IV. LE PROBLEME DE L'ARBRE DE POIDS MINIMAL

Soit G(X, U) un graphe, on appelle graphe partiel de G un graphe G(X, U') où U' ( U.

G étant un graphe non orienté on appelle arbre recouvrant un graphe partiel de G qui est un arbre. Naturellement un tel arbre recouvrant n'existe que si G est connexe.

Soit G(X,U) un graphe non orienté et une application d : U ( R, d(u) est appelé poids de l'arête u.

Problème : trouver un arbre recouvrant de G(X, U), G(X, U') de poids minimum, où le poids de l'arbre est défini par 
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Remarque 1 :

Si u est l'arête de poids minimum alors il existe un arbre recouvrant de poids minimum qui contient u.

Remarque 2 :

Si u est l'arête de poids minimum issue d'un sommet quelconque x, alors il existe un arbre recouvrant de poids minimum qui contient u.

Algorithme de KRUSKAL.

- On classe les arêtes par poids croissants.

- On initialise avec une liste d'arêtes sélectionnées = (, et on examine la liste.

Si l'arête examinée ne constitue pas un cycle avec les arêtes déjà sélectionnées on la sélectionne, sinon on la rejette.

Algorithme très simple et très efficace de type glouton.

Algorithme de PRIM.

- On part d'un sommet quelconque et on sélectionne l'arête de poids le plus faible qui en est issue.

- On contracte les 2 sommets incidents à cette arête et l'arête elle-même en un seul sommet, toutes les autres arêtes issues des 2 sommets sont issues du nouveau sommet.

- On recommence l'opération jusqu'à ce que le graphe soit réduit à un sommet.

V. RETOUR AUX GRAPHES ORIENTES - ARBORESCENCES

a (X est dit racine du graphe si ( x (X, il existe un chemin de a à x.

Un graphe orienté G(X, U) est appelé arborescence de racine a si :

· a est racine du graphe,

· le graphe non orienté correspondant est un arbre.

Quelques propriétés évidentes :

· dans un graphe fortement connexe chaque sommet est racine,

· dans une arborescence la racine est unique,

· dans une arborescence le chemin de la racine à un sommet quelconque est unique.

PLUS COURTS CHEMINS

I. PROBLEME

Graphe G(X, U) orienté valué, avec une application d : U ( R, d(u) est appelé suivant le contexte et les applications : coût, poids, longueur .. de l'arc u.

On définit le coût d'un chemin C par
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.

b

c

a

Þ

Même si cette forme de coût est fréquente on peut trouver dans les applications, des expressions différentes pour le coût d'un chemin. Tous les algorithmes présentés dans le chapitre ne sont garantis que pour la somme.

Plusieurs types de problèmes de plus court chemin peuvent être définis, par exemple :

Problème A : pour s, p (X, trouver le plus court chemin élémentaire de s à p.

Problème B : pour s (X, trouver le plus court chemin élémentaire de s à x, ( x (X.

Problème A' : pour s, p (X, trouver le plus court chemin de s à p.

Problème B' : pour s (X, trouver le plus court chemin de s à x, ( x (X.

La manière la plus courante de poser le problème en pratique est A', mais en fait on va démontrer que si A' a une solution alors A a une solution. En fait la plupart des algorithmes résolvent le problème B.

Il est à noter que dans les problèmes A' et B' le nombre de chemins à examiner est a priori infini alors que pour A et B il est fini. Mais ce nombre de chemins croît de façon exponentielle avec la taille du graphe.

Circuit absorbant : circuit de poids total strictement négatif.

Proposition 1

Si A' a une solution alors A a une solution de même poids.

Démonstration : Supposons que A' ait une solution. Si ce chemin n'est pas élémentaire il contient un sous-chemin qui est un circuit C.

Si d(C) > 0 : impossible car le chemin sans le circuit est plus court,

Si d(C) = 0 : en supprimant C on obtient un chemin de même poids,

Si d(C) < 0 : impossible car en effectuant un tour supplémentaire on diminue le poids, le poids n'est donc pas borné et il n'y a pas de solution.

Quand le problème a une solution on peut donc la chercher parmi les chemin élémentaires.

Les deux résultats suivants sont simples à établir mais ont des conséquences importantes.

Théorème 1

Le problème B' a une solution si et seulement si :

· s est racine du graphe,

· il n'existe pas de circuit absorbant dans le graphe.

Théorème 2

Si le problème B' a une solution, il existe une arborescence de plus courts chemins.

II. ALGORITHME DE BELLMAN

Lemme 1

Soit un graphe G(X, U), on établit une partition des sommets : X = S ( S', S ( S' = (.

L'une au moins des propositions suivantes est vraie :

a) Il existe dans S' un sommet sans prédécesseur.

b) Il existe dans S' un sommet dont tous les prédécesseurs sont dans S.

c) Il existe un circuit dans S'.

Démonstration : elle est de type logique, nous allons montrer que 
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Avec cette hypothèse il existe dans S' un sommet dont un  prédécesseur au moins est dans S'. Pour ce prédécesseur on peut refaire le raisonnement et créer ainsi un chemin "à l'envers" dans S'. Le nombre de sommets de S' étant fini on va retrouver un sommet déjà rencontré et donc trouver un circuit.

Par la logique il est maintenant évident que toute paire de propositions fausses entraîne la troisième. En fait nous utiliserons dans la suite
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Hypothèses de Bellman :

· le graphe est sans circuit,

· s est le seul sommet sans prédécesseur.

Principe de l'algorithme :

On effectue le marquage d'un sommet seulement quand tous ses prédécesseurs sont marqués, ce qui signifie qu'on connaît tous les chemins possibles qui arrivent en ce sommet. Si on initialise l'ensemble des sommets marqués M à s, avec les hypothèses et le lemme 1 il suit qu'on peut toujours trouver un nouveau sommet à marquer tant qu'ils ne le sont pas tous.

On note (x) la longueur du plus court chemin de s à x.

Algorithme de Bellmann :

Initialisation : M = {s}; (s) = 0;

TANTQUE ( y(M tel que tous ses prédécesseurs ( M FAIRE

(y) = Min [(I(u)) + d(u)]


où u est tel que I(u)( M et T(u) = y;


M = M ({y}

FINTQ

Justification : si on connaît le plus court chemin de s à tous les prédécesseurs du sommet qu'on va marquer, la formule permet d'examiner toutes les possibilités d'accéder à ce sommet et choisit la meilleure.

III. ALGORITHME DE DIJKSTRA

Hypothèse de Dijkstra : on suppose les poids des arcs positifs, d(u) ( 0 (u ( U.

Principe : on rentre les sommets dans l'ensemble marqué par distance croissante de s.

On note (x) la longueur du plus court chemin de s à x et l(x) le label provisoire de x.

Algorithme de Dijkstra

Initialisation : 

M = {s}; (s) = 0; 

l(x) = d(u) pour les sommets x tels que I(u) = s et T(u) =x, l(x) = ( pour les autres ;

TANTQUE ( u tel que I(u) ( M et T(u) ( M FAIRE

Soit y tel que l(y) = Min [ l(x)] pour x ( M ;


M = M ({y};


(y) = l(y) ;


TANTQUE (  u tel que I(u)y et T(u) = z ( M FAIRE
l(z) = Min [l(z), (y) + d(u)]

FINTQ 

FINTQ

Justification :

· l'extrémité terminale x de l'arc le plus court u partant de s est telle que (x) = d(u), car tout chemin arrivant en x contient un arc de poids supérieur à d(u) plus un sous-chemin de poids positif.

· Pour la même raison on connaît le (y) pour le sommet qui possède le label provisoire le plus faible.

IV. ALGORITHME GENERAL

Etant donnée une arborescence A de racine s qui est un graphe partiel de G(X, U), on peut associer à chaque sommet x, la longueur (x) du chemin de s à x dans cette arborescence.

Le principe de l'algorithme général est d'essayer d'améliorer une arborescence jusqu'à l'obtention d'une arborescence de plus courts chemins.

Algorithme général 

Initialisation : on part d'une arborescence A et on calcule les (x) correspondants; 

TANTQUE ( u tel que d(u) <  (T(u)) - (I(u)) FAIRE

SI A ({u } contient un circuit ( il n'y a pas de solution

SINON on pose T(u) = x ;



A = (A ({u})/( arc incident à x dans A) ;



On pose  = (T(u)) - (I(u)) - d(u) ;

Pour tout y appartenant à l'arborescence de racine x 

(y) = (y) - ; 


FINSI

FINTQ

Remarques:

· Il est important de démarrer l'algorithme avec une "bonne" arborescence (obtenue par exemple avec l'algorithme de Dijkstra).

· Lorsqu'on obtient un circuit il s'agit en fait d'un circuit absorbant.






Poids du chemin (T(u)) - (I(u)), poids du circuit (T(u)) - (I(u)) - d(u) < 0.

· La complexité de cet algorithme n'est pas maîtrisée, il ne doit être utilisé qu'en dernier recours.

V. ALGORITHME DE DANTZIG

Cet algorithme appartient à la classe des algorithmes matriciels pour lesquels on calcule itérativement la plus courte distance entre 2 sommets quelconques.

Soit D la matrice mxm définie par :

dij = d (xi , xj) pour i (j  et dii = 0.

Remarque : dans un graphe à m sommets il existe un plus court chemin de longueur inférieure ou égale à m entre toute paire de sommets.

On note (D(k))ij
la longueur du plus court chemin de xi à xj dans le sous graphe défini par les sommets (x1, x2, …, xk ).

(D(1))11 = 0, sauf s'il existe une boucle de poids négatif sur x1, et donc STOP.

On calcule itérativement la matrice (D(k+1)) à partir de (D(k))  comme suit :

i) (D(k+1))k+1,j = Min i[dk+1, i + (D(k))i,j],

ii) (D(k+1))i,k+1 = Min j[(D(k))i,j + dj, k+1],

iii) (D(k+1))i,j = Min [(D(k))i,j , (D(k+1))i,k+1 + (D(k+1))k+1,j ,].

La plus courte distance entre xi et xj est donnée par (D(m))i,j .                                           

ORDONNANCEMENTS SIMPLES

I. PROBLEME

Buts de l'ordonnancement : 

· planifier un ensemble de tâches soumises à des contraintes (prévisionnel),

· contrôler l'exécution du projet.

Grands domaines d'application de l'ordonnancement :

· la gestion de projet : en général les tâches sont soumises à des contraintes de précédence et le but est de réduire la durée totale du projet,

· la gestion de production : les contraintes font souvent intervenir des limitations de ressources (plusieurs travaux doivent être exécutés sur la même machine), les travaux arrivent à des instants différents dans le système, les critères à optimiser peuvent être divers : pas de retard client, minimiser l'encours de fabrication …, ce sont des problèmes d'une grande difficulté théorique.

Exemple : préparation de la construction d'une villa

Tâches





Durée estimée en jours

T1 : terrassement



10

T2 : Mise en place de la grue


2

T3 : Fondations



6

T4 : Branchement électrique


3

T5 : installation fosse septique

5

Contraintes : 

· Le terrassement doit être terminé pour les fondations et la fosse septique.

· La grue est nécessaire pour les fondations.

· Le branchement électrique est nécessaire pour l'installation de la grue.

Diagramme de Gantt

Permet de donner une représentation graphique de l'ordonnancement (avec éventuellement la prise en compte de limitations de ressources)

Dans cet exemple on a ordonnancé les tâches "au plus tôt", c'est-à-dire qu'une tâche commence dès que possible.


Remarques :

· La durée totale est au moins de 16 jours, si T1 ou T3 dépassent la durée prévue alors la fin du projet sera retardée d'autant,

· Sur les tâches T2, T4 et T5 il y des degrés de liberté : marges.

Ordonnancement simple : les durée des tâches sont connues et les contraintes uniquement de type précédence, le critère à minimiser est la duréee totale de réalisation des tâches.

Formulation générale :

Un projet est composé de n tâches 1, 2, …,n de durées respectives d1, d2, …, dn. 

On introduit 2 tâches fictives 0 : début du projet, (n + 1) : fin du projet.

Un planning est la donnée de dates de début de chaque tâche : 0,1,2,n+1,

Un planning est réalisable si j -i ( di quand la tâche i précède la tâche j.

Un planning réalisable est optimal si (n+1 -0 ) est minimum.
Il s'agit d'un programme linéaire classique. Il est clair qu'ici0 est indéterminé, on prend souvent 0 = 0.
II. FORMULATION POTENTIEL-TACHE

On construit un graphe avec la correspondance

Une tache ( un sommet,

Une relation de précédence ( un arc.

A chaque arc u on associe le poids d(u) = durée de la tâche correspondant au sommet initial de u.

Exemple précédent 













Proposition 1

Il existe un planning réalisable si et seulement si le graphe potentiel-tâche ne comporte pas de circuit.

Démonstration : un circuit correspond à une situation telle que 


Ce qui correspond à une impossibilité puisque pour démarrer i il faut que k, donc j, donc i elle-même soit terminée, le problème est donc mal posé. Pour démontrer que la condition est suffisante on peut s'appuyer sur le lemme très important suivant.

Lemme 1

Dans un graphe sans circuit on peut établir un ordre partiel entre les sommets.

L'ordre est obtenu de la manière suivante, dans la classe T0 on place tous les sommets sans prédécesseur, dans la classe T1 tous les sommets dont les prédécesseurs sont dans la classe T0, dans la classe T2 tous les sommets dont les prédécesseurs sont dans les classes T0 et T1 etc…

Ce classement étant établi il est facile de proposer un ordonnancement.

Théorème 1

Si on appelle i la longueur d'un plus long chemin entre les sommets 0 et i dans le graphe potentiel-tâche alors :

i) i pour i = 0, 1, …, n, n+1,  est un planning réalisable,

ii) n+1 est le temps minimum pour l'exécution de toutes les tâches.

Démonstration : 

i) le planning est réalisable ?

 Si on choisit ce planning, pour 2 tâches i et j telles que i précède j peut-on avoir 

j -i ( di, impossible sinon j ne serait pas le plus long chemin de 0 à j.

ii) il existe une succession de tâches dont la durée totale est n+1, comme n+1 est réalisable c'est donc la durée totale minimum.

On appelle chemin critique un plus long chemin de 0 à (n+1).

On appelle tâche critique une tâche appartenant à un chemin critique.

On appelle date au plus tôt (ou date de début au plus tôt) la date la plus petite à laquelle on peut démarrer une tâche en respectant les contraintes. Clairement cette date est i.

On appelle date (de début) au plus tard, notée i, d'une tâche, la date la plus tardive où on peut démarrer cette tâche sans retarder la fin du projet.

Calcul de la date au plus tard : soit li, la longueur d'un plus long chemin de i à (n+1), alors :

n+1 - li.

On appelle marge sur la tâche i la quantité 

mi = i -i.

Cette marge peut être utilisée pour un démarrage plus tardif ou s'il y allongement de durée. Attention, on ne peut utiliser qu'une seule marge à la fois.

III.  REPRESENTATION POTENTIEL-ETAPE

On associe un graphe au problème d'ordonnancement 

Une tache ( un arc,

Une étape ( un sommet.

En fait une étape est un moment privilégié dans le déroulement du projet (fin de certaines tâches par exemple).

Il est parfois indispensable d'ajouter des arcs fictifs pour tenir compte des relations de précédence.

Exemple de la villa 






Calcul des dates au plus tôt et dates au plus tard.





Date au plus tôt de l'étape = plus long chemin jusqu'au sommet.

Date au plus tard de l'étape = fin - plus long chemin du sommet à fin.

Date au plus tôt de la tâche i = i = x .

Date au plus tard de la tâche i = i = y - di.

Remarque :

Des arcs fictifs sont nécessaires s'il existe plusieurs tâches qui possèdent des ensembles de prédécesseurs distincts mais avec des éléments communs.

Quelques situations

Tâche 

Précédents

F

A

G

A, B


Tâche 

Précédents

F

A

G

A, B

H

A, B, C



Tâche 

Précédents

F

A, C

G

A, B


PROBLEME DU FLOT MAXIMUM

I. PROBLEME

Problème général : transporter, dans un réseau dont les conduits sont de capacité limitée, un flot maximum entre deux points du réseau.

Exemples : réseaux de transport de fluides, réseaux informatiques, réseaux de transport …

Autre exemple : calcul de la capacité d'un système de production connaissant les débits des machines et la circulation des pièces.


Graphe équivalent 










Flot maximum = 20.

Flot = application f : U ( R telle que en chaque sommet x


Ou somme des flots entrants = somme des flots sortants (1ère loi de Kirchoff ou loi des noeuds).

Matrice d'incidence aux arcs : A

Matrice m lignes (sommets) et n colonnes (arcs),

aij = +1 si I(uj) = xi.

aij = -1 si T(uj) = xi.

aij = 0 sinon.

Propriété : la matrice A possède un +1 et un -1 par colonne, sauf si l'arc est une boucle.

Théorème 1

Le vecteur f à n composantes est un flot si et seulement si 

Af = 0.

Démonstration : la composante i du produit correspond au sommet xi et traduit la loi des nœuds en ce sommet.

Corollaire 1

L'ensemble des flots constitue un sous-espace vectoriel de Rn.

On introduit pour chaque arc une capacité, c'est-à-dire le flot maximum que peut porter cet arc.

Un flot réalisable est un flot tel que pour tout arc u on ait : 0 ( f(u) ( c(u).

Problème posé en général en pratique : transporter un flot maximum entre deux points s et p.








L'arc fictif, parfois implicite, sert à assurer la conservation du flot en s et p. C'est le flot sur arc fictif qu'on cherche à maximiser.

Observation : cas où on peut dire que le flot n'est pas maximum.


On peut augmenter le flot d'une unité.



On peut augmenter le flot d'une unité.

Idée : chercher des chaînes augmentantes dans le graphe.

II. L'ALGORITHME DE FORD ET FULKERSON

Structure de l'algorithme :

Initialisation : on part d'un flot réalisable (par exemple 0).

1- Procédure de marquage pour la recherche d'une chaîne augmentante. Si on n'en trouve pas STOP.

2- Mise à jour du flot sur la chaîne augmentante et retour à 1.

L'algorithme de marquage associe à chaque sommet marqué x un label noté (x) qui représente le flot supplémentaire qu'on peut transporter jusqu'à ce sommet.

Algorithme de marquage

Initialisation :

 =(s) = (; M = {s};

TANTQUE p ( M et   >0 FAIRE

SI ( u tel que I(u) = x ( M, T(u) = y ( M et f(u) < c(u)



M = M ({y}; A(y) = u; (y) = Min [(x), c(u) - f(u)]


SINON SI ( u tel que T(u) = x ( M, I(u) = y ( M et f(u) > 0




M = M ({y}; A(y) = u; (y) = Min [(x), f(u)]



 SINON 



FINSI


FINSI

FINTQ
SI p ( M FAIRE  =(p)
FINSI

 est l'augmentation de flot possible.

Algorithme d'augmentation du flot (si  > 0).

Initialisation : x = p;

TANTQUE x ( s FAIRE u = A(x)

SI x = T(u) FAIRE f(u) = f(u) + x = I(u);


SINON FAIRE f(u) = f(u) - x = T(u);


FINSI

FINTQ

Variante de l'algorithme de Ford et Fulkerson : après chaque augmentation de flot on construit un graphe auxiliaire qui se déduit du précédent de la manière suivante 

· si f(u) < c(u) on conserve l'arc u = (x, y) avec une capacité c(u) - f(u),

· si f(u) > 0 on ajoute un arc (y, x) avec une capacité f(u),

Sur le graphe auxiliaire on cherche un chemin augmentant.

III. FLOT MAXIMUM ET COUPE MINIMUM

Coupe = partition de X en S(P où s ( S et p ( P.

Capacité de la coupe = ( c(x,y) où x ( S et y ( P.

Lemme 1

La loi des nœuds est vérifiée pour tout ensemble de sommets S.

Démonstration : écrire la loi des nœuds pour chaque sommet de S et sommer les équations. Les termes correspondant aux arcs dont les sommets initiaux et terminaux sont dans S se simplifient.

Proposition 1

La valeur de tout flot est inférieure à la valeur de toute capacité de coupe.

Démonstration : pour une coupe arbitraire










D'après le lemme 1 fT = f1 - f2, f2 ( 0, f1 ( c(S) donc fT ( c(S).

Hypothèse : on supposera dans la suite que les capacités des arcs sont des nombres entiers (en fait des rationnels).

Théorème 2

Le flot maximum dans le graphe est égal à la capacité minimum d'une coupe.

Démonstration : on applique l'algorithme de Ford et Fulkerson à partir du flot 0. Par le principe de l'algorithme, à chaque pas, ou le flot augmente au moins d'une unité ou il s'arrête.

Si le flot maximum existe il s'arrête en un nombre fini de pas. Lorsque l'algorithme s'arrête tous les arcs sortants sont saturés, tous les arcs entrants sont vides, l'ensemble de sommets marqués constitue donc une coupe dont la capacité est égale au flot.

IV. PROBLEME DU COUPLAGE MAXIMUM DANS UN GRAPHE BIPARTI

Un graphe biparti est un graphe non orienté G(X, Y, U) où X et Y sont des ensembles disjoints de sommets, et chaque arête a une extrémité dans X et l'autre dans Y. On appelle couplage un ensemble d'arêtes n'ayant aucune extrémité en commun. Un couplage est maximum s'il comporte un nombre maximum d'arêtes et il est parfait s'il recouvre tous les sommets.

Ce problème peut être transformé en un problème de flot maximum. On rajoute une source reliée aux sommets de X par des arcs de capacité 1, un puits relié aux sommets de Y par des arcs de capacité1, on oriente toutes les arêtes de X vers Y et on leur donne une capacité 1. Pour trouver un couplage maximum on cherche un flot maximum dans ce graphe.








Application : les étudiants d'une école appartiennent à différents clubs. On cherche à créer une instance de coordination dans laquelle chaque club est représenté par une personne mais ce représentant ne peut représenter qu'un club. Est-ce possible ?

On associe au problème un graphe biparti où X est l'ensemble des étudiants, Y l'ensemble des clubs, les arêtes indiquent l'appartenance d'un étudiant à un club. Il faut trouver un couplage qui sature Y.

V. APPLICATION AU PERT

On considère un problème d'ordonnancement pour lequel chaque tâche i a une durée normale di, une durée minimale bi, et un coût de réduction de la durée d'une unité de temps de ci. On cherche un ordonnancement de durée minimale et de coût minimal.

Principe :

· on construit un graphe potentiel-étape dans lequel on cherche un plus long chemin.

· Sur ce chemin on réduit la durée de la tâche la moins coûteuse jusqu'à ce que :

i) cette tâche soit réduite au minimum,

ii) un autre plus long chemin apparaît.

- Quand apparaissent plusieurs plus longs chemins on considère le graphe constitué par ces plus longs chemins, et on considère le problème de flot maximum où les capacités sont les ci, les arcs réduits au minimum ayant une capacité infinie. La coupe minimum indique les tâches les moins coûteuses à réduire simultanément.

VI. FLOT A COUT MINIMUM

On suppose maintenant que le transport de chaque unité de flot a un coût donné d(u) sur chaque arc u. Les problèmes qui peuvent se poser sont du type :

· quel flot maximum peut-on transporter avec un budget donné ?

· quel est le coût minimum pour transporter un flot donné ?

On utilise la méthode du graphe auxiliaire, 

· si f(u) < c(u) on conserve l'arc u = (x, y) avec une capacité c(u) - f(u) et un coût d(u),

· si f(u) > 0 on ajoute un arc (y, x) avec une capacité f(u) et un coût - d(u),

Ensuite on cherche un plus court chemin entre s et p que l'on sature et on recommence jusqu'à atteindre le budget ou le flot désiré.
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