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Exercice  1

1 )
a.

[image: image1.wmf]  est clairement le bon et unique client.

b.
C’est du calcul, et ça marche.

2 )
a.
En remettant le quantificateur à la bonne place, c’est du cours… C’est très exactement 



le   théorème de division euclidienne   dans 
[image: image2.wmf] .

b.
La famille 
[image: image3.wmf] est libre car échelonnée en degrés, et de cardinal



égal à 
[image: image4.wmf] : c’est une base de 
[image: image5.wmf] . Pour tout entier  n  , et comme

tout élément de 
[image: image6.wmf] , le polynôme 
[image: image7.wmf] se décompose de manière unique selon

cette base, ce qui garantit   existence et unicité du triplet de réels 
[image: image8.wmf] .


c.
Soit  
[image: image9.wmf] . On utilise les racines du polynôme  P  , qui appartiennent à  
[image: image10.wmf].



Si  
[image: image11.wmf]  est l’une de ces racines, on a  
[image: image12.wmf] , d’où :  


[image: image13.wmf]   =  
[image: image14.wmf]
         =  
[image: image15.wmf]
         =  
[image: image16.wmf]   ( 1 )  .


[image: image17.wmf]
Pour  
[image: image18.wmf] , on obtient immédiatement :  
[image: image19.wmf]  .


[image: image20.wmf]
Pour  
[image: image21.wmf] , il vient :  
[image: image22.wmf]  .  ( 2 )
Mais ne perdons pas de vue que  1  est une  racine double  du polynôme  P .

Ceci assure d’après le cours que  
[image: image23.wmf]. Dérivons l’égalité de 2 ) a. . Il vient :


[image: image24.wmf]   =  
[image: image25.wmf].  En substituant à l’indéterminée  X  la racine

double 
[image: image26.wmf], on trouve :  
[image: image27.wmf], soit 


[image: image28.wmf] . Il n’y a plus qu’à réinjecter dans  ( 2 )  pour obtenir  
[image: image29.wmf] .

3 )
a.
On sait que, pour tout entier  
[image: image30.wmf] ,  
[image: image31.wmf] . Le cours assure que, dans 

ces conditions :   
[image: image32.wmf] .

Mais d’après  1 ) b.  , P  est un  polynôme annulateur de  A , donc  
[image: image33.wmf] , et :


[image: image34.wmf]  .

Les courageux remplaceront alors  
[image: image35.wmf] par leurs expressions si ça leur dit.

b.
La troisième ligne d’une matrice 
[image: image36.wmf] est ici désignée par  
[image: image37.wmf]. On a :


[image: image38.wmf],

soit :  
[image: image39.wmf] , ou encore :


[image: image40.wmf](
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Si ça amuse encore quelqu’un, je le laisse finir les calculs avec plaisir.

4 )
a.
Il faut vraiment répondre à ce genre de question ? Alors… « By induction ».

b. Il suffit bien sûr de faire le produit de la troisième ligne de  
[image: image41.wmf] par la matrice 

colonne  
[image: image42.wmf] , et on récupère  
[image: image43.wmf] . Pour les fanatiques… 


[image: image44.wmf] .

Amen !  Regardons l’ Exercice 2 .

Exercice  2

1 )
a.
Si  
[image: image45.wmf] , c’est clair. Sinon, soit  
[image: image46.wmf] , quelconque inside. 

La décroissance de   f   sur le segment 
[image: image47.wmf] permet d’assurer que :  


[image: image48.wmf] .

On intègre l’inégalité soulignée sur  
[image: image49.wmf] , et il vient :


[image: image50.wmf]   .

En sommant ces inégalités pour  
[image: image51.wmf] , on obtient que :
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b. Il résulte de la question précédente que :  



[image: image54.wmf] .

Mais, par positivité de l’application   f  , et convergence de l’intégrale  
[image: image55.wmf] , on a :   
[image: image56.wmf] , d’où :


[image: image57.wmf]  .

Cela signifie que la suite  
[image: image58.wmf]  des sommes partielles d’indices supérieurs 

à   p  de la série  
[image: image59.wmf] est majorée. Le  théorème fondamental pour les
séries à termes positifs  assure alors la   convergence de 
[image: image60.wmf]  .

2 )
a.
On repart de l’encadrement vu en  1 ) a. : 




[image: image61.wmf] .


On intègre cet encadrement sur  
[image: image62.wmf] , et il vient :


[image: image63.wmf]  .

Comme et  
[image: image64.wmf]  et  
[image: image65.wmf] convergent, on peut sommer les 

encadrements précédents pour  
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soit encore :  
[image: image69.wmf](
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On tripatouille un chouia, et on obtient l’inégalité qu’elle était vachement attendue…
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b.
Il  suffit  clairement d’avoir :   
[image: image71.wmf](
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par la quantité strictement positive  
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obtenu à la question précédente, un petit coup de squeeze, et l’on voit alors que :
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3 )
a.
La   stricte positivité   de   f   est claire. L’application   f   est dérivable, donc   continue  , 



sur 
[image: image75.wmf][
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La    décroissance   de l’application   f   sur  
[image: image77.wmf][
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Reste à examiner la convergence de l’intégrale (de Bertrand)  
[image: image78.wmf](
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Le licite changement de variable  « 
[image: image79.wmf]ln
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 »  nous dit que cette intégrale a même

nature que l’intégrale (de Riemann)  
[image: image80.wmf]2
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 , ce qui devrait suffir à convaincre les plus 

sceptiques de sa  convergence :  
[image: image81.wmf](
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Mais le théorème de changement de variable nous dit alors aussi que :

  
[image: image82.wmf](

)

22

ln

ln

ln

11

2,,

ln

nn

n

dd

u

tu

n

ttun

+¥

+¥+¥

éù

"Î+¥==-=

êú

ëû

òò

§§

 .

On a donc bien  
[image: image83.wmf](
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Bon, ben… j’crois ben qu’on a tutti.

b. 
Le concepteur semble prendre les candidats de l’EDHEC pour des demeurés : on est 


en situation d’appliquer  2 ) b. , qui nous dit que :  
[image: image84.wmf](
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c. 
C’est une plaisanterie ? Ca doit traîner dans toutes les listes d’exercices en 1ère année…

Pour  
[image: image85.wmf]2
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 , 
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Exercice  3

1 )
C’est le produit scalaire canonique chez les matrices, et on fait tous ça en cours, nan ? Sinon…



[image: image89.wmf]o



[image: image90.wmf].|.

 est une  forme  (klar),  symétrique  piske :
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[image: image92.wmf]oo


La  linéarité à gauche  de  
[image: image93.wmf].|.

 découle de la linéarité de l’application trace, de la 

linéarité de la transposition, et de la distributivité du produit matriciel sur l’addition 

matricielle. Grâce à la symétrie,  
[image: image94.wmf].|.

 est une   forme  bilinéaire  symétrique .
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Si  
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Il en résulte immédiatement que 
[image: image98.wmf].|.

  est une forme bilinéaire symétrique  positive ,

puisque  
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Ainsi,  
[image: image102.wmf].|.

  est une forme bilinéaire symétrique  définie  positive, i.e. 
[image: image103.wmf].|.

 est 

un   produit scalaire sur  
[image: image104.wmf](
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2 )
On vérifie que  
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3 )
a.
Puisque  
[image: image107.wmf](
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 est orthogonale, il n’y a plus qu’à normer les vecteurs…



Le calcul est une fois de plus passionnant… On trouve :
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Bref, on pose  
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 est orthonormale  . Donc   libre   d’après le cours. 



Puisque  
[image: image115.wmf](
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 est génératrice de  E  et que, pour tout entier  
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  et  
[image: image118.wmf]i
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 sont colinéaires, la famille
[image: image119.wmf](
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Je pense qu’on peut alors passer à la question suivante…


b.
Où l’on atteint des sommets dans le caractère palpitant de cet exercice…
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[image: image122.wmf](
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c.
C’est du cours… Expression d’un projeté orthogonal en base orthonormale. 

Il n’y a donc qu’à appliquer le cours, qui nous dit si gentiment que :
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Et on remplace, c’est génial…
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ou encore :
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d. 
La famille 
[image: image126.wmf](
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 est orthogonale et constituée de vecteurs non nuls, donc libre.

La matrice  A  est donc élément de  
[image: image127.wmf]Ker
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  si et seulement si :

( * )

[image: image128.wmf]     .




[image: image129.wmf]Ker
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  est un sous – espace vectoriel de  
[image: image130.wmf](
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J’avoue ne pas bien voir l’utilité d’en exhiber une base… mais c’est possible ! 

Tant qu’on y est, quel est l’intérêt d’avoir fait tous ces calculs ? 


[image: image131.wmf](
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Au moins, on est rassuré de retrouver ce qu’on savait…



Bon… Revenons à nos moutons basiques de  
[image: image132.wmf]Ker
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 :  Je vous présente…
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ou encore…
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Elles sont six, elles sont belles, elles sont toutes dans  
[image: image145.wmf]Ker
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 car elles 

vérifient toutes les relations ( * ) .  Il n’y a plus qu’à montrer qu’elles forment 

une famille libre pour conclure qu’on a une base de  
[image: image146.wmf]Ker
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J’crois que c’est clair, comme dit la marionnette de Serge July dans les Guignols, 

y compris au niveau de la liberté. En tout cas, je trouve que ça suffit comme ça pour 

cet exercice. Regardons le problème.

Problème

Partie 1

1 )
Par récurrence…


[image: image147.wmf]]
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[image: image148.wmf](
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2 )
L’entier  r  est fixé, et  
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Le numérateur comporte  r  termes (nombre indépendant de  n ) tous équivalents à   n  lorsque


n  est au voisinage de 
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 . D’après les règles de calcul classiques sur les équivalents, on a



bien   
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3 )
C’est une négligeabilité classique. Les incrédules remettront tout sous forme exponentielle.


Bref…  Puisque  
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4 )
Soit donc  
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Maintenant, il s’agit de comparer  
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on a  
[image: image160.wmf]xtt

£

 , donc  
[image: image161.wmf](

)

1

xtxxtxt

-£-=-

 . Il en résulte immédiatement que 



[image: image162.wmf](

)

x

tx

j

£

 . Bref :  
[image: image163.wmf][

]

(

)

0,,0

x

txtx

j

"Î££

 .

5 )
a.
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soit, d’après  1 ) : 
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)

(

)

1

1

2

0

0

1

C1C

11

n

x

kkn

rn

kr

r

k

n

xt

xndt

tt

+

++

+

+

=

éù

-

++

êú

--

ëû

å

ò



b.
D’après  4 )  , on a :  
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Il n’y a plus qu’à utiliser la formule de Gauss ou d’Euler, (je ne sais plus…) sur les 

coefficients binomiaux :  
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c.
On déduit immédiatement de  2 )  que  
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Mais d’après  3 ) , on a  
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En réinjectant dans le résultat de  5 ) b.  , un petit coup de squeeze montre que :
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  existe et vaut  0 .

C’est dire que  
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exactement la définition de la convergence de la série numérique  
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et du fait que sa somme  
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Ce travail a été effectué pour un élément  x  quelconque de 
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Partie 2

1 )
a.
C’est du cours… 
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 est la v.a.r. égale au temps d’attente du premier succès dans un 

schéma de Bernoulli indéfini de probabilité de succès constante égale à  p : 
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Pas besoin de longs discours,  
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b.
Soit  
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 . Soit  Y   la v.a.r. égale au nombre de succès obtenus lors des  
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premières épreuves. La v.a.r.  Y  est la v.a.r. égale au nombre de succès dans un  
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 –  schéma de Bernoulli de probabilité de succès constante égale à  p . 

Elle suit donc une loi binomiale de paramètres  
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La probabilité que nous cherchons ici est  
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c. Soit  
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suivants le sont :
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A :  « On a obtenu  
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B :  « On obtient un succès lors de la  
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Autrement dit,  
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On vient de voir, toujours avec les notations de la question précédente, que 
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Enfin, comme  A  et  B  concernent des épreuves différentes de notre schéma de Bernoulli, 

le lemme des coalitions assure l’indépendance des événements  A  et  B  . Bref :
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d. C’est bien ce qu’on comptait faire… Comme  
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La famille 
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 est un système complet 

d’événements, et on a déjà  
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3 )
a.
Il était temps de s’en rendre compte, on en a déjà eu besoin plus haut.




[image: image221.wmf]1

1

CC

aa

bb

ab

-

-

=

  donne ici  
[image: image222.wmf](

)

1

1

CC

nn

nknk

nnk

-

++-

=+

  .


b.
Par définition, la v.a.r.  
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 admet une espérance si et seulement si la série  
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 converge (absolument). « Absolument » étant 

mis entre parenthèses puisque la série en question est à termes positifs… Mais :
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La convergence de la dernière série assure l’  existence de  
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De plus,  
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a.
Voir  3 ) a. …  Pour  
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b. Soit 
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une espérance si et seulement si la série  
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converge (absolument). Or :
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Mais, comme ci – dessus, la série 
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et de plus :
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5 )
a.
Toujours d’après le théorème de transfert,  
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si la série  
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Mais  
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vient de voir que  
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La règle des équivalents pour les séries à termes positifs assure alors la convergence 

(absolue) de la série 
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Pour tout entier  
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On multiplie par des quantités strictement positives, et on somme… 

On en déduit quasi – immédiatement que les inégalités strictes sont conservées, et que :
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i.e. que :   
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6 )
C’est du quasi – foutage de gueule… Moi, je choisis  
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Quel – est l’intérêt de  
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 , au fait ??? Uniquement de voir si un étudiant qui 

arrive à la dernière question d’un problème de l’EDHEC connaît son cours ? On croît rêver…
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Complément

Il est bien dommage,  justement, de ne pas se préoccuper de la consistance de 
[image: image264.wmf](

)

,

n

n

Y

Î+¥

3

§§

 , 

nettement plus intéressante pour une fin de problème. Elle est classique, mais astucieuse.

Les grandes lignes d’icelle :  pour  
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On peut calculer, de manière exacte,  
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Sauf erreur de ma part, on obtient   
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On en déduit une majoration de  
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 , puis une 

majoration de  
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On applique son cours, ou Bienaymé – Cebycev, au choix… et l’on conclut à la 

consistance  de  
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On nappe de chocolat, et on sert chaud.

The End
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