Plan

I.  Pourquoi renforcer les liens math-physique (ou biologie…) au lycée scientifique ?

  Ce sera la conclusion !

A. Les maths ne se suffisent pas à elles-mêmes pour tous

B. Des notions physiques exigent des concepts mathéma​​tiques profonds

C.  L'origine et/ou le sens physique de notions mathématiques peuvent aider les élèves à les conceptualiser

II.  Mais…la physique n'est ni facile ni simple

   Ce sera la partie atelier

*  Manuels et enseignants de math

*  Manuels et bac de physique

*  Des étudiants de première année d'université

*  Tests de didactique de la physique

III.  Modélisations et liens math-physique

IV.  Annexe sur l'intégrale
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II.  Mais…la physique n'est ni facile ni simple

 1/  Dans un manuel de physique 
Exercice 1.   "Chute d'une pierre… on admet que la résistance est proportionnelle à la vitesse…"


Solution :


m v' = - k v + mg,   
v = \f(mg;k) + (v0 - \f(mg;k)) e-(k/m)t,



x = x0 + \f(mg;k) t - \f(m;k) (v0 - \f(mg;k)) e-(k/m)t.

Exercice 2. (2 pages plus loin ) "Mouvement d'un bateau lorsque le moteur s'arrête … on admet que la résistance est proportionnelle au carré de la vitesse…"


Solution :

m v' = - k v2,   v(t) = \f(m;k)  \f(1;t + m/(kv0)) ,  d(t) = \f(m;k) ln( \f(k v0;m) t + 1) :

v(t) 0 et d(t) +∞ quand t +∞.
Qu'en pensez-vous ?

[Aucun commentaire, aucune explication physique, rien sur des hypothèses de modélisation et leurs domaines de validité (comportement de v2 pour v petite, pour v grande…), sur leur confrontation à la réalité… un bateau continue-t-il indéfiniment ?

Les variantes  m v' = - k v,  avec 1 <  < 2  ou  0 <  < 1 sont intéressantes à discuter pour préciser les hypothèses de modé​li​sation en fonction du comportement expérimentalement constaté.

Par exemple, si 0 <  < 1 on trouve que le mouvement s'arrête en un temps fini, ce qui n'est pas le cas si 1 ≤  ≤ 2… L'utilisation du rasoir d'Occam (courbe la plus simple pour le mouvement) donne une résistance en kv3/2…

Bref, il est clair que le manuel dont sont extraits ces exercices fait faire, à leur occasion, des mathématiques et non de la physique.]

   2/  Dans un manuel de mathématique 
Exercice.  Un indien veut traverser en canoë une rivière dont les deux berges sont parallèles. Le canoë est soumis à deux forces : la force du courant représentée par le vecteur \o(u;) et la force exercée par le rameur représentée par le vecteur \o(v;).







On considère que le canoë part du point D et se déplace dans la direction du vecteur \o(w;)  défini par l'égalité \o(w;)  = \o(u;) + \o(v;). Dans la suite de l'exercice on suppose que la longueur de \o(v;) est le double de celle de \o(u;).

1. Reproduire le schéma ci-dessus puis représenter le vecteur \o(w;) et le trajet suivi par le canoë.

2. On appelle A le point d'arrivée du canoë et on suppose que la largeur de la rivière est 35 m. Calculer la mesure de l'angle \o(MDA;^) puis la longueur DA (arrondir au m).

 Que pensez-vous de cet énoncé ?

[Confusion entre composition des forces (et alors, on aurait un mouvement uniformément accéléré, puisque la résistance de l'eau n'est pas dans le modèle !) et composition des vitesses…]

  3/ Dans un stage de formation continue d'enseignants de mathématiques

Exercice proposé aux enseignants : 

  "La plupart des produits pharmaceutiques… s'élimine du sang à une vitesse proportionnelle à la quantité de produit y rémanente dans le sang (c'est-à-dire à la quantité de produit présente dans le sang à l'instant t). Le coefficient de proportionnalité est une constante k positive, caractéristique du produit administré.

  Le produit est donné en une seule dose y0 en milligrammes. On note y = f(t) la quantité de produit rémanente dans le sang en fonction du temps t, exprimé en secondes.


(a)  Déterminer la fonction f ;


(b)  le produit a une demi-vie de 2 heures. Déterminer la constante k."

  Un certain nombre d'enseignants de mathématiques refusent cet énoncé, et disent qu'ils ne le proposeraient pas à leurs élèves.

A votre avis, pourquoi ?

[Ils disent ne pas pouvoir, en mathématiques, traduire "s'élimine à une vitesse proportionnelle à la quantité restante" par f' = -kf ! On peut penser que c'est parce que ce n'est pas dans leur habitude d'introduire, en même temps que la notion de dérivée, celles de vitesse, débit, taux de variation de grandeurs physiques… comme motivation et/ou illustration…]

   4/  Un énoncé du bac de physique
  Un parachutiste saute d'un avion à une altitude de… On suppose pour simplifier que la chute est verticale…

(a) Etablir l'équation du mouvement du parachutiste 



* avant qu'il ouvre son parachute (on négligera la résistance de l'air) ;


*  après l'ouverture du parachute (on supposera que la résistance de l'air est proportionnelle à la vitesse) ;

……

(d)  Rappeler l'énoncé du principe d'inertie.

……

Quels commentaires vous suggère cet énoncé ?

[Demander dans un même énoncé de rappeler le principe d'inertie et faire en même temps en début d'énoncé une hypothèse qui la nie, c'est de quoi engendrer les pires confusions chez les élèves ! Si au moins on partait d'un hélicoptère en point fixe… ou si on étudiait la composante verticale du mouvement…

Signalons que la première question était "Expliquer pourquoi l'individu doit ouvrir son parachute" ! Les auteurs du problème ne manquaient pas d'humour…

  5/  Des tests de didacticiens de la physique

	(a)  Une personne sur un tapis roulant lance une balle de ten​nis en l'air. 

La balle retombe-t-elle dans ses mains, ou derrière lui ?

(b)
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(c)  Une pierre lancée en l'air décrit une trajectoire parabolique.

Dessiner la force qui s'exerce sur la pierre aux points A, B et C de sa trajectoire.
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Les deux poulies sont iden​tiques, de longs fils y sont enroulés. Sur le fil de l'une on tire avec une force con​stante de 4 kgf, au fil de l'autre un poids de 4 kg est attaché. Au bout de quel​ques secondes, les poulies tournent-elles à la même vitesse, ou l'une va-t-elle plus vite, et laquelle alors ?

      




A votre avis, quelles sont les réponses les plus fréquentes ?

   6/ Un test sur des étudiants en fin de   
première année d'université
 Quelle est l'attraction gravitationnelle d'un barreau fin homogène sur une masse ponctuelle, placés selon le schéma ci-dessous ?




On rappelle la loi de la gravitation : entre deux masses ponctuelles m et m' à une distance r la force d'attraction est






G \f(m m';r2)  

où G est la constante universelle de la gravitation.

A votre avis, quel pourcentage des étudiants savent résoudre un tel problème ?

[En fin de première année d'université, pour 115 étudiants ayant subi le cours classique sur l'intégrale de Riemann, seuls 12 % reconnaissent plus ou moins clairement que la solution exige une intégrale. En fait, rien, dans la présentation traditionnelle de l'intégrale de Riemann en math ne fait le lien avec la mesure des grandeurs géométriques ou physiques]

III.  Modélisations et liens math-physique

  Premières difficultés dans la modélisation

1/  Dans un problème de physique, on demande souvent de trouver un nombre. Mais en fait, on ne peut le trouver qu'en cherchant une fonction, qui décrit le phénomène, et en prenant la valeur de celle-ci pour une certaine valeur de la variable. En math, c'est donc une première entrée dans l'analyse fonctionnelle, où les inconnues sont des fonctions : c'est pour les élèves et les étudiants un saut épistémologique important, et on le cache soigneusement !

2/   Il faut souvent travailler avec de nombreuses fonctions et variables, dépendant les unes des autres, et plusieurs paramètres. Là aussi c'est en math une franche rupture avec les programmes et instructions ("pas de généralités", "pas de paramètres", …).

3/  Un exemple de ces deux points 

\x(1) L'évaporation de la goutte de liquide
  "Une goutte sphérique de masse m0 d'un liquide de masse volumique d s'évapore. Le taux d'évaporation massique est proportionnel à sa surface, avec un coefficient de proportionnalité k (en kg/s/m2). En combien de temps s'évapore-t-elle complètement ?"

  Il faut introduire la masse m(t), la surface S(t), le volume v(t), le rayon r(t), et il y a plein de relations entre ces fonctions, et il faut choisir la fonction principale à déterminer, par exemple r(t), et résoudre r(t) = 0. L'expérience montre que les étudiants ont beaucoup de mal à se dépatouiller avec tout cela !

\x(2)   La loi de désintégration radioactive
   A l'issue d'une expérimentation sur le radon contenu dans le sol, le texte suivant est proposé (extrait du document d'accompagnement des programmes) :

" L'expérience suggère que, si l'on considère une population macroscopique de noyaux radioactifs (c'est-à-dire dont le nombre est de l'ordre du nombre d'Avogadro, soit 6x1023), le nombre moyen de noyaux qui se désintègrent pendant un intervalle de temps ∆t à partir d'un instant t, rapporté au nombre total de noyaux N(t) présents à l'instant t et au temps d'observation ∆t, est une constante  caractéristique du noyau en question. On peut donc écrire






(*)
\f(∆N(t);N(t))   = -∆t.

A priori, la constante  pourrait dépendre du temps. Ce serait le cas si un processus de vieillissement était en cause, comme, par exemple, si l'on s'intéresse au nombre de décès dans une population donnée. Le fait que  ne dépende pas du temps s'interprète comme un processus de "mort sans vieillissement". "

  Déterminer la loi de la radioactivité tN(t).

La radioactivité
1.  Trop complexe. Phénomène microscopique, discret et aléatoire qu'on cherche à modéliser de façon macrocospique et déterministe ! Ainsi, les ∆t dans l'expérience proposée ne doivent pas être trop petits, sous peine de voir des fluctuations, mais doivent tendre vers 0 dans le modèle…!

2.  L'écriture ∆N = - k N ∆t  et la "mort sans vieillissement", polé​mique physiciens-mathématiciens sur la manière de modéliser

3.  ∆N = - k N ∆t  (!!)       k ?     Disons k(t) :  N' = - k(t) N

N = N0 exp(-\i(0;t; k(u) du))        \f(N(t);N(s)) = exp(-\i(s;t; k(u) du))

Ce n'est pas au programme, mais facile à faire en dérivant la fonction N(t)exp(K(t)), ou K est une primitive de k.

Hypothèse expérimentale (?) : \f(N(t);N(s))  ne dépend que de t - s. 

En fait, l'expérience demande un spectroscope de masse (pour mesurer N(t), comme dans la pratique habituelle de datation au carbone 14), ce n'est pas faisable en classe, mais racontable, comme des tas d'autres expériences des cours du secondaire… 

exp(-\i(s;t; k(u) du)) = f(t - s) ﬁ -\i(s;t; k(u) du) = g(t - s)   g(u) + g(v) = g(u + v) ﬁ g(t) = at ﬁ f(t) = exp(at)  ﬁ -\i(s;t; k(u) du) = a(t - s)  ﬁ k = - a constante ("mort sans vieillissement")

4.  Ecrire ∆N  - k N ∆t  ?    

Quel sens donner à  ?

\x(3)   Ecoulement dans une canalisation poreuse
  On étudie les pertes d'eau le long d'une canalisation poreuse cylindrique de rayon 10 cm. On se donne un débit d'entrée de 1800 litres à la minute. 

On suppose que sur un petit segment de la canalisation, la fuite (en litres/mn) est à peu près proportionnelle à la surface (en mètres carrés) du segment et au débit (en litres/mn) à travers ce petit segment, le coefficient de proportionnalité étant égal à 10-2.

  On demande quelle longueur maximum peut avoir la canalisation pour que le débit d'eau à sa sortie soit au moins de 1000 litres/mn.
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∆ ≈ -k2πr (x) ∆x

∆N ≈ -N(t)∆t

Sens du signe    ≈  ?

Approximation  ?…… erreur  ?

Erreur absolue  ?  Erreur relative  ?




\x(∆f = k(x, f(x)) ∆x + o(∆x))

Activité avec les étudiants : on a oublié sa calculatrice… et on veut évaluer  sin 46° 

sin 46° = \f(\r(2);2) (1 + sin(\f(π;180)) -2sin2(\f(π;360)))
sin x = x +   ?  (quand x0)

Il faut une longue discussion pour convaincre les étudiants qu'une telle formulation n'apporte aucune information, et que la bonne idée est que  = o(x) quand x0 : c'est l'erreur relative, et non l'erreur absolue, qui doit tendre vers 0 avec x.

\x(4) Canalisation poreuse à rayon variable 

On garde la même loi locale en modifiant la forme de la conduite : tronc conique, avec la loi


r(x) = (26 - 8x) 10-2  (en mètres)








Le rapport des débits   \f(1;0 ) ne dépend pas seulement de  x1 - x0…, comme le donnerait la version erronée où on assimile la petite aire ∆S à celle du petit cylindre de hauteur ∆S et rayon r(x), il vaut en fait

exp {-4π10-2\r(1+64.10-4) (x1 - x0)(13 - 2(x0+x1)}.

L'erreur commise en prenant l'aire du cylindre n'est pas négligeable devant ∆x !!

\x(5)  Volume et surface de la sphère
Si on assimile le volume d'une tranche entre les

 cotes z et z + ∆z à celui d'un cylindre de hauteur 

∆z et de base le disque de rayon  \r(R2-z2) , on 

trouve  bien   V = (4/3)πR3
Si on fait de même pour calculer la surface de la

sphère, catastrophe : on trouve  S = π2R2  !!

Pourquoi  ?








  Il faut prendre l'aire latérale du petit tronc de cône et non celle du cylindre, l'erreur entre les deux n'est pas négligeable devant ∆z…

\x(6)  L'aire du disque

∆S ≈ 2πr∆r, donc S'(r) = 2πr et S(0) = 0 ; par suite S(r) =\i( 0; R; 2πr dr) = πR2. D'accord ? Pas d'accord ?





Bien sûr, la méthode demande de montrer que l'erreur commise en écrivant ∆S ≈ 2πr∆r est négligeable devant ∆r… ce qui est vrai a posteriori puisqu'on va trouver S(r) : πr2, et donc ∆S = π(r + ∆r)2 - πr2 = 2πr∆r + π∆r2. Mais pour le mathématicien c'est là un parfait cercle vicieux (il est souvent proposé en préparation au Capes dans la leçon "applications du calcul intégral", sous la forme d'un exercice : "retrouver l'aire du disque par le calcul intégral").

 Par contre, c'est tout à fait acceptable pour un physicien : on fait l'hypothèse que l'erreur relative dans la formule locale est petite (erreur absolue petite devant ∆r), et le résultat (S(r) = πr2) confirme l'hypothèse, dont la validité est ainsi accrue.

 La manière dont on pourrait prouver a priori que l'erreur sur ∆S est bien négligeable devant ∆r paraît à un physicien incroyablement compliquée et… inutile :



On utilise la limite de n sin (2π/n) en l'infini, et les valeurs

g(n) = r ∆r sin (2π/n) (2-cos(2π/n)) + (∆r)2sin (2π/n)  +


   + r2sin(2π/n)(1 - cos(2π/n))
f(n) = r sin (2π/n)[((r+∆r)2-r2sin(2π/n))1/2 - r].

Petit bilan : les deux procédures de l'accroissement différentiel (PAD)

En physique : PPAD

*   cohérence entre les hypothèses et leurs


conséquences

*  prix à payer modéré

*  intuition "physique"

*  choix de la simplicité

*  vérification expérimentale

En mathématiques : PMAD

*  éviter à tout prix les cercles vicieux

*  ne rien laisser dans l'ombre

*  l'intuition doit être "prouvée"

\x(7)  L'exemple des volumes en terminale S

(**) 

V(a,b) = \I(a;b; S(z)dz) 

	V '(z) = S(z)

V(z+h) - V(z) = hS(z) + h(h), 

avec (h) qui tend vers 

0 quand h tend vers 0
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∆hC(z) = C”2 [z, z+h] a même volume que

∑(z) [z, z+h] à un terme négligeable devant h près.
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PPAD : "les tranches du gâteau ont pour 

volume S(z)∆z, donc le gâteau a pour volume 





\I(a;b; S(z)dz)"

(citation de physicien). 

PMAD : vérifier a priori que l'écart entre le 

volume de la tranche et S(z)∆z est bien 

négligeable devant ∆z,

ou : prouver que  \f(∆V;∆z)   S(z) quand ∆z0.





C'est facile à faire dans le cas du premier dessin en terminale S, c'est quasi-impossible à ce niveau dans le cas du deuxième dessin.
\x(8)  La corde pesante fixée à ses extrémités
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On écrit l'équilibre d'un petit morceau de la corde sous les forces qui agissent sur lui (tensions et pesanteurs) et on regarde com​ment le physicien fait : 

(T + ∆T) cos ( + ∆) - T cos  = 0

(T + ∆T) sin ( + ∆) - T sin  = ∆s g
-T sin  ∆ + ∆T cos  = 0  (la méthode du physicien !!…mais la négligeabilité devant ∆ de l'erreur est aisée ici)

T cos  ∆ + ∆T sin  = ∆s g  (idem !!)
\f(dT;d) / T = tan     ﬁ      T = \f(C;cos )

\f(C ∆;cos ) = ∆s g cos   (!!)          \f(ds;d) = \f(c;g cos2) 

Puis on utilise  y'(x) = tan , ds = \r(1 + y'2),  \f(d;dx) = \f(1+y'2;y'')

On obtient finalement  y'' = \f(g;C) \r(1 + y'2).

Peut-on douter du résultat ? A priori, cela devrait satisfaire un physicien, et un mathématicien sous réserve de penser que les erreurs commises en postulant qu'il y a équilibre sous les trois forces de la figure sont négligeables devant les ∆T et ∆.

Une vérification peut être faite en résolvant le problème par une méthode globale et non plus locale.

 En effet, une manière globale d’approcher le problème est de dire, par utilisation d’un “grand principe” de la méca​nique, qu’à l’équilibre le centre de gravité de la corde a une altitude YG minimum. La forme de la corde (de masse volumique 1 par exemple) étant donnée par une fonction y(x) inconnue, on peut exprimer sa longueur par une intégrale

      


                      \I


(  a;  b; \r(1+y'2) dx),

ainsi que l’altitude YG de son centre de gravité, et dire ainsi qu’une deuxième intégrale

                
 I  =  LYG  =\I(  a;  b;  y\r(1+y'2) dx)  

est minimum parmi les fonctions y(x) vérifiant y(a) =  et y(b) =  et pour lesquelles la première intégrale est égale à L. Des résultats classiques du calcul des variations fournissent alors une équation différentielle du second ordre que doit vérifier la fonction y : (y - )y'' = 1 + y'2, pour une certaine constante . 

Catastrophe ! Ce n'est pas la même équation différentielle !!

Mais miracle, elles ont les mêmes solutions !!

Donc, cette fois, on est content ! Il y a accord parfait entre math et physique !

Activités mathématiques essentielles pour la physique, et que celle-ci permet, en retour, de développer

On se restreint à la mise en équation différentielle de phénomènes variables et à la mesure d'une grandeur par une intégrale.

(1)  liens entre négligeabilité, erreurs relatives, 
dérivabilité ;

(2)  utilisation de procédures d'encadrement pour 

   montrer négligeabilités ou dérivabilités ;

(3)  commencer à utiliser quelque fois des  dans 
des cas où on a des fonctions non explicites ;

(4)  utiliser des paramètres.

   Il s'agit donc de développer une pratique de l'analyse allant au-delà de la lettre des program​mes, indispensable pour l'utilisation des mathé​matiques en physique, et permettant une transition plus facile entre la terminale S et l'enseignement supérieur.

Des exemples du point (2)
\x(9) Attraction gravitationnelle d'un barreau sur une masse ponctuelle



\x(10)  Moment d'inertie d'un cylindre homogène







\x(11)  La dérivée de l'aire sous un graphe d'une 
fonction continue monotone
\x(12) Le volume d'un tronc de cône de révolution
Des exemples du point (3)
\x(13) Le volume d'un solide de révolution à méridienne continue quelconque r = f(z) > 0
  Entre les cotes z et z + ∆z, le rayon r reste compris entre f(z) +  et f(z) - , donc le volume ∆V de la tranche est encadré :



π(f(z) -)2∆z ≤ ∆V ≤ π(f(z)+)2∆z, 

donc   | ∆V - π(z)f(z)2∆z | ≤ ∆z π(2f(z)+),

et l'erreur est négligeable devant ∆z…

\x(14)  La force exercée sur un barrage






Le profil  zl(z) du barrage est continu arbitraire,

et n'a pas besoin d'être monotone.

Un exemple où tous les points (1), … (4) interviennent, et qui est très bien adapté pour introduire la méthode d'Euler physique et la fonction exponentielle

\x(15)  Dilution d'une solution saline
  Un bassin contient 100 litres d'eau, dans lesquels sont dissous 10 kg de sel. Une arrivée d'eau pure, avec un débit de 10 litres/mn, démarre à l'instant 0. En même temps que l'arrivée d'eau pure, une évacuation du mélange contenu dans le bassin est assurée avec un débit de 10 litres/mn. L'homogénéisation du contenu du bassin est assurée de façon permanente et instan​tanée par un mélangeur. Au bout d'une heure, quelle quantité de sel reste-t-il dans le bassin ? 







Première approche : Discrétisation du phénomène en 60 étapes d'une minute
  Au bébut de chaque minute on ferme l'un des robinets, et à la fin de la minute on compense instantanément par l'autre.

2 manières :  

 1/   la concentration de sel est constante (arrivée d'eau fermée) : expérience de pensée EP1

2/  la quantité de sel est constante (sortie du mélange fermée) : expérience de pensée EP2


EP1   : S(60) = 10(0,9)60 = 0,01797…


EP2   : S(60) = 10( \f(10;11) )60 = 0,03284…

Extension : temps t, S(t), n étapes de durée  \f(t;n)  , volume V, débit v, sel initial S0.

EP1 :  S(t) = S0 (1 - \f(v;V) \f(t;n) )n,   EP2 : S(t) = \f(S0;(1 + (v/V) (t/n))n)

Approche différentielle
Si u  [t, t+∆t], la concentration C(u) = \f(S(u);V) est encadrée entre

 \f(S(t+∆t);V)  et  \f(S(t);V) . Donc on peut encadrer ∆S, et l'erreur entre ∆S et  - \f(v;V) S(t) ∆t est majorée en valeur absolue par 

v \f(S(t) - S(t+∆t);V) ∆t, donc est o(∆t) (par continuité de S, facile à établir par monotonie.

  On peut donc conclure que   S'(t) = - \f(v;V) S(t) !

En déduire une approche de l'exponentielle ?
Conjecture : les deux fonctions 

    G(t) = S0 (1 - \f(v;V) \f(t;n) )n    et   H(t) = \f(S0;(1 + (v/V) (t/n))n)

convergent, quand n tend vers l'infini, vers une même fonction 

t  S(t) qui est solution de l'équation différentielle trouvée    

S'(t) = - \f(v;V) S(t).

On se ramène à y' = y,  y(0) = 1, et on montre 4 lemmes simples

L 1.  Si x ≥ 0, la suite  en(x) = 1 + x + \f(x2;2!)   +…+ \f(xn;n!)   converge, quand n tend vers +∞ vers un nombre noté exp(x), et exp(x) ≥ 1.

L 2. Si x est réel, et  un(x) = 1 + x + \f(x2;2!)   +…+ \f(xn;n!)   - (1+ \f(x;n)  )n, on a  |un(x)| ≤ \f(x2exp(|x|);n)   , et par suite un(x)0 quand n+∞.

L 3. Si x ≥ 0, la fonction exp est dérivable, et  exp'(x) = exp(x).

L 4. Si x ≥ 0, la fonction xf(x) := \f(1;exp(x))   est dérivable, et 

f'(x) = - f(x).

Retour à la physique et à la conjecture

  Par les lemmes 1 et 2, Hn(t)S(t) = \f(S0;exp(t v/V))   quand n+∞. Par le lemme 4 et la dérivée d'une fonction composée, 






S'(t) = - \f(v;V) S(t) .

  Reste à montrer que Gn(t)S(t) quand n+∞. 

     On prend n > t \f(v;V)  . Alors on a





 \f(Gn(t);Hn(t))   = (1 - v2/V2. t2/n2)n  ≤ 1,

et par suite 

0 ≤ 1 -  \f(Gn(t);Hn(t))  = 1 - (1 - v2/V2. t2/n2)n = \f(v2t2;V2n2)  (1 + (1 -  \f(v2t2;V2n2) ) + … + (1 -  \f(v2t2;V2n2) )n-1)  ≤  \f(v2t2;V2n)  .

On en conclut bien que Gn(t)S(t) quand n+∞.

  On peut alors, muni de la fonction exponentielle et de ses propriétés, revenir à la nouvelle manière, vue au début, de prouver que dans la radio-activité il y a "mort sans vieillissement"…

Retour sur la première partie :

I.  Pourquoi renforcer les liens math-physique (ou biologie…) au lycée scientifique ?

A. Les maths ne se suffisent pas à elles-mêmes pour tous

Pour une partie seulement de la minorité de nos élèves ou étudiants scientifiques qui deviendront mathématiciens professionnels (enseignants du primaire et du secondaire, chercheurs, universitaires) les mathématiques se suffisent à elles-mêmes. Ce ne sera même pas le cas pour les mathématiciens appliqués…

B. Des notions physiques exigent des concepts mathéma​​tiques profonds

  On a vu à travers tous les exemples précédents qu'avoir compris la dérivation, la négligeabilité, la notion d'équation différentielle, est indispensable pour "mettre en équation" en physique, biologie,… Nous verrons dans l'annexe qu'il en est de même avec l'intégrale, des travaux montre que c'est aussi le cas des vecteurs. Mais pour utiliser ces concepts en physique, il ne suffit pas de ne les avoir vus que sous leur aspect purement mathématique :

* Si la dérivée n'est pas vue en mathématiques comme modélisant


des vitesses instantanées


des débits


des intensités


des taux de variations de grandeurs…

les élèves sauront mal étudier des problèmes physique en utilisant la dérivée.

*  Si les équations différentielles n'apparaissent en mathé​matiques que par les techniques de leur résolution, les élèves ne pourront pas établir, en physique, l'équation différentielle vérifiée par une grandeur variable.

*  Si la présentation des vecteurs en mathématiques fait l'impasse sur leur utilisation dans la composition des vitesses ou l'addition des forces, les élèves pourront mal s'en servir pour modéliser et résoudre des problèmes physiques.

*  Si l'intégrale n'est vue en mathématiques que sous l'aspect du calcul avec les primitives, et même avec la définition actuelle par l'aire sous la courbe, les élèves et les étudiants ne sauront pas l'utiliser pour comprendre la définition de certaines grandeurs et les mesurer.

C.  L'origine et/ou le sens physique de notions mathématiques peuvent aider les élèves à les conceptualiser

  Bien souvent, l'origine historique de certains concepts mathé​matiques est "mixte", elle mélange problèmes de physique, inventions mathématiques, définition de notions générales de la physique. Gallilée, Leibniz, Newton, Pascal, Fermat, Descartes, Barrow, les Bernoulli, Euler, Laplace, Lagrange, Gauss, Riemann… étaient aussi des physiciens !

  Connaître et pratiquer l'origine physique de certaines notions mathématiques peut aider les élèves à les conceptualiser de façon efficace, en leur permettant d'en confronter plusieurs aspects et plusieurs types de fonctionnements. Par exemple :

  * concevoir une vitesse instantanée à partir des vitesses moyennes peut motiver la notion de dérivée ;

  *   poser le problème de la mesure de grandeurs produits dans le cas général permet un accès efficace à la notion d'intégrale et aux procédures intégrales et primitives ;

  *  utiliser la procédure de l'accroissement différentiel pour étudier localement des phénomènes physiques où une grandeur varie en fonction d'une autre, en comparant erreurs absolues et relatives, permet de fonder les notions de négligeabilité et d'approximation affine tangente, et de mieux comprendre le concept d'équation différentielle ;

  *   composer des forces peut permettre de comprendre le sens de l'addition des vecteurs.

  On a là des entrées physiques possibles de concepts mathématiques qui peuvent permettre d'élaborer des situations didactiques de référence propres à faire construire et à faire conceptualiser par les élèves diverses notions fondamentales de l'analyse mathématique.

Annexe.   Mesure de grandeurs physiques et intégrale comme globalisation d'un local théorique
   Si on veut par exemple définir la grandeur "moment d'inertie d'un objet par rapport à un axe" qui lui est fixé, comment peut-on faire ? Si on prend un "gros" objet , de forme quelconque, et même inhomogène, la définition de son moment d'inertie I par rapport à un axe D ne peut que se définir globalement, relativement à un phénomène physique : si des forces font tourner  autour de D avec une "accélération de rotation" \f(d2;dt2) , le moment total M de ces forces par rapport à D vérifie la relation   M = I \f(d2;dt2) .     
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	 Une telle définition est en fait une loi-définition décrivant un phénomène à base expéri​mentale et rationnelle, au moyen de grandeurs déjà définies (forces, moment d'une force, accélération angulaire) : le rapport M /" ne dépend que du solide et de son axe, et non du système de forces qu'on applique à ce solide ; c'est ce rapport qu'on appelle moment d'inertie, noté I (voir figure). 




Cette définition ne nous dit pas comment caractériser le moment d'inertie de  par rapport à D, de façon à pouvoir le calculer a priori, sans faire subir à  une "épreuve physique" au cours de laquelle on ferait des mesures (ce qui n'est pas toujours réalisable, surtout quand l'une des grandeurs est définie mathématiquement comme une dérivée seconde).

   La caractérisation prend alors nécessairement une forme locale ou ponctuelle, au moyen d'une expérience imaginaire mettant en jeu des concepts idéaux irréalisables dans la pratique, et qui permet de supprimer toutes les conditions concrètes qui rendaient le calcul impossible : étendue de  dans l'espace, caractère inhomogène de sa constitution. 

  On imagine la notion de "point matériel" de masse m, localisé en un point M de l'espace (ce qui est une pure fiction), à une distance r de la droite D, et l'ap​pli​cation de la définition globale à cette situation ima​ginaire donne le moment d'inertie de cette masse ponctuelle par rapport à D :  I = mr2 (rappelons que si \o(F;) est une force agissant sur le point M, et si O est un point de D, le moment de \o(F;) par rapport à D est  M = (\o(OM;)\o(F;)).\o(u;), où \o(u;)  est un vecteur unitaireporté par D ; on calcule l'accé​lération de rotation " de la masse ponctuelle, et on exprime le rapport M /").  On pourra alors dire que localement I = mr2, au sens où si on découpe un petit morceau de masse ∆m de  dont les points sont à peu près à la distance r de D, le moment d'inertie de ce petit morceau de  sera à peu près  ∆I = ∆mr2. Bien sûr, il faudra préciser le sens des mots "à peu près", cela d'autant plus que si on découpe  en petits morceaux, plus ils seront petits (pour que l'erreur par rapport à une "vraie" (!) masse ponctuelle soit petite), plus ils seront nombreux, et plus la somme des petites erreurs risquera d'être grande…

   Comment alors passer d'une caractérisation ponctuelle ou locale théorique de l'expression d'une grandeur (en fonction d'autres) à un calcul global, ou même à une définition globale ? Il s'agit essen​tiellement de la procédure intégrale, qui formalise le découpage de l'objet, pour lequel on veut calculer la mesure de la grandeur en question, en petits morceaux, et la reconstitution de la mesure globale à partir des petits morceaux par sommation, encadrement et passage à la limite. L'outil mathématique adapté à cette procédure (qui la formalise) est l'intégrale, et il s'agit en général de l'intégrale d'une fonction de une, deux ou trois variables. 

   Pour bien comprendre cette procédure, élargissons la question de la mesure d'une grandeur lorsque les formules usuelles suivantes, valables quand les premiers facteurs sont constants ou ponctuels, n'ont plus de sens parce que ces premiers facteurs ne sont plus constants :


densité constante  volume = masse ;


hauteur constante longueur de la base = aire ;


hauteur constante aire de la base = volume ;


vitesse constante  temps = distance parcourue ;


force constante  déplacement (colinéaire) = travail ;


pression constante  surface = force ;


(distance constante à un axe)2  masse ponctuelle = moment 
d'inertie ;


(inverse de la distance constante)2  produit des masses 
ponctuelles = attraction.

    Presque toutes ces formules, en fait, définissent une grandeur physique à partir d'autres lorsque les premiers facteurs sont constants. 

    Les deuxièmes facteurs sont associés à des "domaines" W sur lesquels sont définis les premiers facteurs, supposés maintenant être des fonctions f non constantes : densité ou pression en un point de W, hauteur au-dessus d'un point de la base W, pression en un point d'une surface W, distance d'un point de W à l'axe, etc … De plus on peut définir la "mesure" d'une partie de W, ou du moins d'une classe de parties de W : aire, volume, masse, distance parcourue, temps entre deux instants, sont supposés définis pour ces parties de W. 

    On se propose donc de savoir à quelles conditions on peut mesurer, ou même définir une grandeur I(W, f) attachée à un phénomène physique décrit par le domaine W et la fonction f définie sur ce domaine.
    Les conditions raisonnables pour parler de la grandeur cherchée sont les 3 principes qui suivent, issus de considérations physiques ; le premier renvoie à la définition du type de grandeur étudiée, les deux autres sont des propriétés de ces grandeurs, dont le sens est immédiat sur les exemples cités :

 (1) si f est constante (f = C), I(W, f) = C  mesure(W) [les formules ci-dessus !] ;

 (2) l'additivité par rapport au domaine (une "relation de Chasles") : si W = W1W2, avec W1W2 de mesure nulle (par exemple s'il est vide), alors I(W, f) = I(W1, f) + I(W2, f) ;

 (3) la croissance : si f ≤ g, I(W, f) ≤ I(W, g).

  Chaque fois qu'on a à calculer une grandeur de la forme I(W, f) vérifiant les principes (1), (2), (3), on procédera de la façon suivante : 

*  on découpe l'ensemble W en "petits" morceaux Wi ; 

*  on encadre la fonction f entre mi et Mi sur Wi (ses bornes inférieures et supérieures sur Wi) ; 

*  par sommation,  on peut encadrer I(W, f) par des "sommes inférieures" et "supérieures" :




\i\su



(i = 0;n-1; mi )mesure(Wi)   et   \i\su(i = 0;n-1; Mi mesure(Wi))  ; 

*  enfin, on essaie de passer à la limite en prenant des Wi de plus en plus petits. 

La procédure intégrale est donc formée de ces 4 étapes :

     \x( découpage, encadrement, sommation, passage à la limite ).

   Cette procédure amène ainsi à encadrer I(W, f) entre ∑ mi mesure(Wi)  et  ∑ Mi mesure(Wi), avec des  Wi disjoints (ou ne se coupant que selon des ensembles de mesure nulle). 

   On obtient ainsi ce qu'on appelle l'intégrale de fonctions étagées ∑ li indicatrice(Wi), et on souhaite passer à la limite pour obtenir l'intégrale d'autres fonctions, par exemple de fonctions continues … si cela marche !

    Avant de savoir dans quelles conditions cela peut marcher, il faut préciser un peu plus la nature des ensembles Wi et la nature de leur mesure, d'une part, et quel type de limite on souhaite prendre, de l'autre. Nous ne donnerons des indications, ici, que pour le cas des fonctions d'une variable, c'est-à-dire lorsque W = [a, b]. 

  On a alors, pour chacune de ces deux questions, deux choix "raisonnables" (c'est-à-dire simples, ou dictés par ce qu'on a appris à faire antérieurement, ou adaptés au problème qu'on veut résoudre)  :

(a1)  les Wi sont des intervalles, et leur mesure est leur longueur ;

(a2)  les Wi sont les éléments d'une tribu, avec pour mesure la mesure de Lebesgue ;

(b1)  l'approximation se fait en approchant uniformément f par des fonctions étagées (on prend 
une condition de Cauchy pour la norme uniforme, en supposant f bornée) ;

(b2)  l'approximation se fait directement au moyen de l'intégrale (la condition de Cauchy dit 
que l'intégrale d'une certaine fonction étagée doit être petite).

  En recoupant ces deux choix, on trouve 4 théories classiques de l'intégration :

(a1b1) : l'intégrale des fonctions réglées ;

(a1b2) : l'intégrale de Darboux des fonctions bornées Darboux-intégrables (c'est aussi 
l'intégrale de Riemann) ; 

(a2b1) : l'intégrale de Lebesgue des fonctions mesurables bornées (c'est la définition initiale de 
Lebesgue) ;

(a2b2) : l'intégrale de Lebesgue des fonctions Lebesgue-intégrables.

  Quelle que soit la théorie de l'intégration adoptée, et la construction choisie (il y en a d'autres, plus ou moins efficaces et plus ou moins naturelles), c'est la procédure intégrale ici décrite, et donc l'une des 4 intégrales ci-dessus, qui apparaît quand on se propose de calculer ou de définir une grandeur géométrique, physique, …  

   Dans la pratique, on trouve dans les manuels de physique des phrases du type : " le potentiel d'un élément de charge q∆x est égale à  \f(q∆x;x) , donc le potentiel total est \i(  a; b; \f(q;x) dx) ". L'espèce de "miracle" par lequel à partir de l'écriture "∆x" et de l'invocation "d'éléments" de charge (ou de masse ou…) on fait surgir le signe intégral n'est rien d'autre que la procédure intégrale ci-dessus, et le fait, en général sous-entendu, que cette procédure marche bien pour la fonction f sur le domaine W, c'est-à-dire que f est intégrable. 

  Il faut ainsi bien comprendre que le calcul de I(W, f) demande un passage à la limite : le résultat, noté souvent\i(  W; ; f(w)dm(w)), n'est pas en général explicite. Chacune des sommes encadrant I(W, f) dans la procédure intégrale est une approximation du résultat qui ne lui est pas égal.

    Enfin, dès lors qu'on ne travaille qu'avec des fonctions continues, qu'on a montré que toute fonction continue est intégrable, et qu'on a établi le lien entre intégrale des fonctions continues et primitives des fonctions continues, le calcul des primitives, quand on peut les déterminer explici​tement, permet de calculer les intégrales obtenues par la procédure intégrale. Signalons enfin que, lorsqu'on peut ramener une grandeur physique à ne dépendre que d'une seule variable (souvent par des considérations de symétrie ou d'invariance), et que les données sont continues, on dispose aussi de la procédure dérivée-primitive, souvent plus facile à mettre en œuvre.
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