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En temps discret, la fonction de transfert en Z tu manieras 
et la formule de discrétisation sans hésiter tu diras. 
(Etude des systèmes asservis par un ordinateur) 

En bref,  on étend aux systèmes discrets les techniques et les résultats des systèmes continus, en soulignant les différences dues au caractère discret.

1. Présentation du problème
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Dorénavant : régulation numérique (par ordinateur ) en temps discret

[image: image125.wmf]n

e

[image: image126.wmf]n

s

[image: image127.wmf]1

-

z

[image: image128.wmf]T

[image: image129.wmf]s

t

(

)

[image: image130.wmf]s

t

s

t

P

t

T

*

(

)

(

)

(

)

=

´

[image: image131.wmf])

(

t

e

[image: image132.wmf])

(

t

e

[image: image133.wmf])

(

t

c

[image: image134.wmf]k

[image: image135.wmf])

(

t

s

[image: image136.wmf])

(

5

1

.

0

2

2

t

e

dt

ds

dt

s

d

=

+

[image: image137.wmf]]

[

)

(

]

[

n

n

Z

z

D

e

Z

e

´

=

[image: image138.wmf]n

n

n

s

c

-

=

e

[image: image139.wmf]en

[image: image140.wmf]s

T

01

.

0

=

[image: image141.wmf])

(

nT

s

sn

=


[image: image142.wmf]0

1

³

=

n

cn

[image: image143.wmf]T

n

t

nT

en

t

e

)

1

(

)

(

+

<

£

=


[image: image144.wmf])

(

t

s


[image: image145.wmf])

(

5

1

.

0

2

2

t

e

dt

ds

dt

s

d

=

+

[image: image146.wmf])

(

n

n

n

s

c

k

e

-

=


[image: image147.emf]00.511.522.533.544.55

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

temps en seconde

signal échantillonné

Signal Discret ou Echantillonné

¬

 exp(-t)*sint(2*t), T = .2 seconde


[image: image148.wmf])

(

5

1

.

0

2

2

t

e

dt

ds

dt

s

d

=

+


[image: image149.wmf])

(

t

s

[image: image150.wmf]T

n

t

nT

en

t

e

)

1

(

)

(

+

<

£

=


[image: image151.wmf]0

1

³

=

n

cn


[image: image152.wmf])

(

nT

s

sn

=


2. Signal discret, signal bloqué, signal échantillonné

a . 
Signal discret 

On nomme signal discret un ensemble de valeurs réelles définies pour une suite d’instants  tn = nT  multiples d’une période  T d’échantillonnage (en anglais sampling ). On notera 
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 la nième valeur d’un tel signal discret. 
Causalité : le signal discret 
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· soit une suite de valeurs engendrée par un programme au rythme d’une horloge de période T. Par exemple, le vecteur 
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Exercice 1 : quel est le signal discret engendré par l’équation 
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· soit une suite d’échantillons (mesures, acquisitions) sur un signal continu 
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Représentation graphique d’un signal discret par MATLAB (fonction stem) :
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b.  Signal bloqué :

Pour reconstituer un signal continu (qui dure dans le temps) à partir d’un signal discret, le bloqueur d’ordre zéro (ou BOZ) maintient la valeur 
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. Ainsi, sauriez vous compléter le diagramme précédent en conséquence ?

Exercice 2 :  Représenter le signal discret 
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c.
 
Signal échantillonné 

Associé au signal discret 
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, ce signal noté traditionnellement 
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 permet de définir mathématiquement l’échantillonnage: 
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Exercice 3 :  Donner en conséquence  l’expression mathématique de l’échelon échantillonné u*(t) 


Définition :

On nommera échantillonneur idéal le filtre qui donne 
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, compte tenu des propriétés de la distribution de Dirac, le signal échantillonné s’exprime par   
[image: image29.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

)

(

*

t

P

t

s

nT

t

t

s

t

s

T

n

=

-

=

å

d

où
[image: image30.wmf]P

t

t

nT

T

(

)

(

)

=

-

å

d

est la fonction « peigne » ou « peigne de Dirac », donc une suite périodique d’impulsions de Dirac. 

On symbolise ci-dessous l’échantillonneur idéal pour le signal 
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2. Transformée en z (transformée de Laplace des signaux discrets) : 

a.

Définition 

On sait calculer la transformée de Laplace du signal échantillonné 
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avec le  théorème du décalage temporel 
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Pour étudier la convergence de la somme 
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  pour simplifier.

La nouvelle variable z est complexe comme la variable de Laplace, et T est la période d’échantillonnage constante. 

En cas de convergence de (1), c’est  donc  
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[image: image38.wmf]S
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est la transformée en z du signal discret 
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par échantillonnage
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Conclusion

La transformée en  Z  est une forme de la transformée de Laplace. 
La relation 
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 est fondamentale, car elle permet d’étendre les résultats établis pour les systèmes en temps continu aux systèmes en temps discret.

b.  Transformée en z des signaux élémentaires :

En appliquant la définition (1) de la transformée en z, on établit aisément que :

· L’échelon unité 
[image: image44.wmf]u

t

(

)

³

=

0

1

donne par échantillonnage 
[image: image45.wmf]u

nT

(

)

=

1

 pour 
[image: image46.wmf]n

³

0

.

[image: image47.wmf]1

1

1

1

1

lim

))

(

(

1

1

0

-

=

-

=

-

-

=

=

-

-

-

¥

®

¥

=

-

å

z

z

z

z

z

z

nT

u

Z

n

n

n

n

 si 
[image: image48.wmf]1

1

<

-

z

 
soit 
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· Impulsion : en temps continu, c’est l’impulsion de Dirac 
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, en temps discret, on utilise la fonction de Kronecker, soit 
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· Premier ordre, constante de temps :
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qui converge vers 
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· etc ...  (voir une  table de transformées en z)

Exercice 4 : quelle est la transformée en z de la rampe unité ? 
(Solution : 
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c. Quelques propriétés de la transformée en Z :

Les transformées en  Z et de Laplace L ont des propriétés liées par la relation 
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· Z est donc linéaire, d’où la possibilité de décomposition en éléments simples


· Le théorème du retard de Z remplace celui de la dérivée et permet le calcul de la fonction de transfert :   
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A condition initiale 
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Exercice 5 : vérifier pour l’échelon et l’impulsion discrets


· Théorèmes des valeurs initiale et finale : soit 
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Théorème de la Valeur Initiale :   
[image: image65.wmf]e

z

z

E

z

E

z

z

z

(

)

lim

(

)

lim

(

)

0

1

=

-

=

®

¥

®

¥


Théorème de la Valeur Finale :    
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· Transformée du Produit de Convolution * :
Le produit de convolution de deux signaux discrets a et b est défini comme suit : 
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Comme pour la transformée de Laplace, on a : 
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· Formule des résidus : 
pour inverser la transformée en z, à comparer à la formule déjà vue pour le cas continu (
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avec, pour le résidu de 
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Exercice 6 : Inverser ainsi 
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d. 
Application à  la fonction de transfert en z

Soit  un programme calculant toutes les T secondes une nouvelle valeur 
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d’un signal discret à partir de mesures 
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opérées sur un signal x(t)  et selon la relation (EaD) suivante, ou équation aux différences :
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Supposons 
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n

y

n

x

n

Y

z

z

Y

z

z

X

z

Z

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

=

-

+

-

¾

®

¾

=

+

-

-

1

1

2

2

1

1


On en tire ici                            
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[image: image92.wmf])
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est la fonction de transfert associée, c’est une fraction rationnelle en z. La relation (EaD) s’écrit encore sous la forme d’un produit de convolution discret puisque :
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[image: image94.wmf][

]

h

n

Z

T

z

(

)

(

)

=

-

1

 est alors la réponse impulsionnelle du processus discret d’équation (EaD) et de fonction de transfert 
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Calcul des réponses temporelle et fréquencielle d’un processus discret

On procède comme en temps continu, à ceci près que 
[image: image97.wmf]Tp

e

z

=

 :

· Réponse impulsionnelle :  
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· Réponse indicielle :
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· Réponse harmonique : 
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Exercice 7 : Appliquer à l’exemple 
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3.  Signaux et processus élémentaires en temps discret

Avec des équations aux différences, il est possible de générer des signaux discrets qui reproduisent les comportements des processus élémentaires déjà vus en temps contiu . On nomme processus générateur d’un signal discret 
[image: image109.wmf]n

d

 le processus discret dont la réponse à une impulsion discrète est justement 
[image: image110.wmf]n

d

.

A. Signal rampe


B. Signal exponentiel de type premier ordre type (constante de temps) :


C. Signal sinusoïdal amorti


D.  et que  rappelle ce dernier signal discret ? comment le créer ?

Exercices sur la transformée en z:

· Définir le signal discret noté 
[image: image111.wmf]n

h

et obtenu en échantillonnant la réponse impulsionnelle du processus Cobaye soit 
[image: image112.wmf])
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 avec la période d’échantillonnage 
[image: image113.wmf]s
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· Calculer la transformée inverse de 
[image: image114.wmf]5
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, puis celle de 
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· Déterminer la fonction de transfert associée au processus discret d’entrée 
[image: image116.wmf]m

x

et de sortie 
[image: image117.wmf]k
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 dont l’équation est :

[image: image118.wmf]1
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A propos, cette équation est elle linéaire ? stationnaire ? causale ?

· Calculer la transformée en z de 
[image: image119.wmf]t
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échantillonné au rythme 
[image: image120.wmf]s
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· Quelle est la transformée inverse de 
[image: image121.wmf])
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· Quelle est la fonction de transfert du filtre moyenneur suivant d’entrée 
[image: image122.wmf]k

p

 et de sortie 
[image: image123.wmf]n

i

 avec l’équation 
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 . Ce filtre est il causal ? linéaire ? stationnaire ?
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Loi de commande :


on fait 


puis � INCORPORER Equation.3  ���


ou en général  





Echantil-lonneur.





BOZ











Ordinateur 





Processus Cobaye 





% Ce script crée une rampe discrète de pente ____. 





T=1


rampe=tf([2 0],[1 -2 1],T)


[y,t]=impulse(rampe,20);


stem(t,y)





% Equation du processus générateur de la rampe ?








% C’est la réponse indieielle de quel processus élémentaire ?








% mêmes questions pour le signal ci-contre créé par 





T=1


ct1=tf([2*(1-0.9) 0],…


[1 -1.9 0.9],T)


[y1,t]=impulse(ct1,30);


stem(t,y1)


grid





% enfin, un signal qui reproduit une réponse �indicielle sinusoïdale amortie :





T=1


s1=tf([1 0 0], …


[1 -1.5 1 -0.5],T)


[y,t]=impulse(s1,20);


stem(t,y)


grid





% comment créer cette suite de valeurs au moyen d’un programme de calcul ?








� par « discret », ou « en temps discret », on entend défini seulement en une suite  d’instants discrets (discrete = discontinu en anglais) ; on néglige le caractère non linéaire numérique dû à la quantification des amplitudes de � INCORPORER Equation.3  ���et � INCORPORER Equation.3  ���, discret égale linéaire.





� noter que � INCORPORER Equation.3  ��� est  « l’opérateur retard ».





10

© Jean-Paul Stromboni, ESSI, Avril 2000
Page - 1 -





_956078109.unknown

_1015860909.unknown

_1015923485.unknown

_1015923928.unknown

_1016018166.unknown

_1016252664.unknown

_1016253279.unknown

_1016253321.unknown

_1016254878.unknown

_1016252790.unknown

_1016252566.unknown

_1016016813.unknown

_1016017777.unknown

_1015924114.unknown

_1015924129.unknown

_1015924143.unknown

_1015923961.unknown

_1015923678.unknown

_1015923714.unknown

_1015923861.unknown

_1015923692.unknown

_1015923552.unknown

_1015923629.unknown

_1015923498.unknown

_1015865632.unknown

_1015866099.unknown

_1015923084.unknown

_1015923454.unknown

_1015923068.unknown

_1015865639.unknown

_1015866064.unknown

_1015866078.unknown

_1015865951.unknown

_1015865637.unknown

_1015865638.unknown

_1015865634.unknown

_1015865635.unknown

_1015865633.unknown

_1015861864.unknown

_1015861893.unknown

_1015865631.unknown

_1015865630.unknown

_1015861884.unknown

_1015861526.unknown

_1015861529.unknown

_1015861507.unknown

_956384974.unknown

_1015842906.unknown

_1015844797.unknown

_1015860568.unknown

_1015860893.unknown

_1015844827.unknown

_1015844980.unknown

_1015845138.unknown

_1015844945.unknown

_1015844811.unknown

_1015844774.unknown

_1015844788.unknown

_1015843052.unknown

_1015843646.unknown

_983514653.unknown

_985588916.unknown

_985592905.unknown

_985592932.unknown

_985593624.unknown

_985590192.unknown

_983515362.unknown

_983519749.unknown

_983519798.unknown

_983515852.unknown

_983514707.unknown

_979386534.unknown

_983514626.unknown

_957849048.unknown

_957849126.unknown

_957849168.unknown

_957849080.unknown

_956385127.unknown

_956385166.unknown

_956079280.unknown

_956151666.unknown

_956152168.unknown

_956155680.unknown

_956155767.unknown

_956155846.unknown

_956155914.unknown

_956155963.unknown

_956155865.unknown

_956155797.unknown

_956155725.unknown

_956152623.unknown

_956155530.unknown

_956152558.unknown

_956151905.unknown

_956151958.unknown

_956151885.unknown

_956079617.unknown

_956079855.unknown

_956079964.unknown

_956079722.unknown

_956079398.unknown

_956079571.unknown

_956079347.unknown

_956078462.unknown

_956078768.unknown

_956079002.unknown

_956078514.unknown

_956078422.unknown

_956078442.unknown

_956078381.unknown

_955797487.unknown

_955798680.unknown

_955799413.unknown

_956078051.unknown

_956078086.unknown

_955799589.unknown

_955798943.unknown

_955798959.unknown

_955798917.unknown

_955797659.unknown

_955797932.unknown

_955798250.unknown

_955798435.unknown

_955798190.unknown

_955798204.unknown

_955797732.unknown

_955797641.unknown

_955796407.unknown

_955796732.unknown

_955797214.unknown

_955797446.unknown

_955796770.unknown

_955796500.unknown

_955796518.unknown

_955796454.unknown

_955796162.unknown

_955796367.unknown

_955796393.unknown

_955796193.unknown

_955796353.unknown

_955795782.unknown

_955795797.unknown

_955795766.unknown

