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Exercice 1    

% Méthode des trapèzes

% L'erreur est donnée par -h²(b-a)*f''(u)/12 où 0<u<pi/4

% La dérivée seconde vaut -2u/(1+u²)² 

% Sa valeur absolue est maximum en u²=1/3

% Ce maximum est majoré par 0.65 --> ligne 15
%

clc; clear           % "Nettoyage"
a=0; b=pi/4;         % Bornes d'intégration
N=100:100:2000;      % On va calculer 20 approximations de l'intégrale
format long g        % Choix du format d'affichage des résultats
i=1;                 % Va servir à numéroter les résultats
for Nb_intervalles = N        % Vaudra 100 puis 200, 300,..., 2000
    h=(b-a)/Nb_intervalles;   % Longueur des intervalles (pas de la discrétisation)
    x=linspace(a,b,Nb_intervalles+1);  % Abscisses des points d'intégration
    f=atan(x);                         % Valeurs de la fonction à intégrer pour tous les x
    f(2:end-1)=2*f(2:end-1);           % Double des valeurs sauf pour la 1ère et la dernière
    Integrale=0.5*h*sum(f);            % Calcul de l'intégrale par la règle des trapèzes
    Majorant_de_l_erreur=h*h*0.65*pi/48; % Calcul d'un majorant de l'erreur
    RES(i,:)=[Nb_intervalles Integrale Majorant_de_l_erreur]; % Stocke les résultats
    i=i+1;                             % On incrémente l'index de numérotation 
end
RES        % Affichage des résultats
Pour obtenir une erreur de l’ordre de 10-8 il faut prendre environ 1619 intervalles.

Exercice 2    

% Méthode de Romberg intégrale de Fresnel
% Comparaison avec le résultat fourni par quad
% NB: je ne prétends évidemment pas que ce programme,
% ni les autres d'ailleurs, soit optimum.
%
clc; clear     % "Nettoyage"
format long
a=0; b=1;      % Bornes d'intégration
S=zeros(5,4);  % Préallocation mémoire 
n=20;          % Nombre d'intervalles de la première évaluation de l'intégrale
% Boucle de calcul de la première colonne de la matrice S
% on utilise la règle des trapèzes
for i=1:5                        % On va calculer cinq valeurs approchées de l'intégrale
    Nb_intervalles = n*2^(i-1);  % Pour chaque approximation le nombre d'intervalles est doublé
    h=(b-a)/Nb_intervalles;      % Pas de discrétisation de l'intervalle (a,b)
    x=linspace(a,b,Nb_intervalles+1); % Abscisses de tous les points d'intégration
    f=sin(pi*x.*x/2);                 % Evaluation de la fonction aux différentes abscisses
    f(2:end-1)=2*f(2:end-1);          % Double des valeurs sauf pour la 1ère et la dernière
    S(i,1)=0.5*h*sum(f);              % Calcul de l'intégrale par la règle des trapèzes
    T(i,:)=[S(i,1) Nb_intervalles];   % On stocke les résultats 
end
T % Affichage des résultats
% Boucle de calcul des colonnes suivantes de la matrice S
% On applique l'algorithme de Romberg
for k=2:4
    fac=4^(k-1);
for i=k:5
    S(i,k)=(fac*S(i,k-1)-S(i-1,k-1))/(fac-1);
end
end
S  % Affichage des résultats
[q fcnt]=quad('sin((pi*x.^2)/2)',0,1) % On compare à ce que donne la procédure "quad"
[q fcnt]=quad('sin((pi*x.^2)/2)',0,1,1e-15) % Idem mais on impose la précision
% CONCLUSION : dans le cas traité ici, Romberg est plus précis que quad "standard"
Exercice 3 

Je ne fournis qu’un exemple de programme, celui qui concerne la méthode de Simpson. Pour les deux autres on peut s’inspirer de ce programme-ci et de ceux donnés ci-dessus. 

Exemple de tabulation obtenue par l’appel de la fonction Simpson qui utilise la fonction f.
NB : Le programme ci-dessous est une fonction (S3_Ex3) qui contient une autre fonction (Simpson) à laquelle il transmet les données nécessaires pour le calcul d’une intégrale d’une fonction quelconque à une seule variable. On peut aussi supprimer la première ligne (function S3_Ex3)pour obtenir un programme mais dans ce cas, la fonction Simpson doit être mise dans un fichier distinct.  
function S3_Ex3
% Test pour voir si Simpson fonctionne bien
% On compare avec une intégrale connue
% Tabulation de atan(u)
clc; clear
f=@(x) 1./(1+x.^2); % La dérivée de atan(x)
for i=1:51
b(i)=pi/4*(i-1)/50 ;
I(i)=Simpson(f,0,b(i),5000);
J(i)=atan(b(i));
end
[b' I' J']
% OK les résultats concordent
% Tabulation d'une intégrale de Fresnel
f=@(x) cos(pi/2*x.^2);
for i=1:51
b(i)=(i-1)/10 ;
I(i)=Simpson(f,0,b(i),5000);
end
[b' I']
function I=Simpson(f,a,b,N)
% Calcul d'une intégrale par la méthode de Simpson
% f est la fonction à intégrer 
% a et b sont les bornes d'intégration
% N est le nombre (pair !) d'intervalles de longueur h compris dans [a,b]
% !! Si les intervalles sont trop petits on peut perdre en précision
if mod(N,2)==1
    display('Le nombre d''intervalles est impair !')
    return
end
h=(b-a)/N;             % Pas de discrétisation
x=linspace(a,b,N+1);   % Abscisses d'intégration
y=f(x);                % Valeurs de f pour les abscisses x
y4=4*y(2:2:end-1);     % Contribution des termes 4*f
y2=2*y(3:2:end-2);     % Contribution des termes 2*f
I=h/3*(y(1)+sum(y4)+sum(y2)+y(end)); % Formule de Simpson
Exercice 4 

On fait le changement de variable ad hoc (voir notes de cours) pour travailler sur l’intervalle [-1,1] et on utilise la table fournie dans l’énoncé, tirée de Abramowitz et Stegun : « Handbook of Mathematical Functions » (Table  25.4).

