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Introduction
1/
CONTEXTE
J’ai donné plusieurs cours de mathématiques à des étudiants de différents niveaux, depuis les calculs de tête jusqu’aux mathématiques dites supérieures. 

Pédagogiquement j’ai partout vu trop d’étudiants perdus et piègés de ne plus savoir de quoi ils parlent  et dont les progrès commencaient par mieux manipuler et comprendre les bases bien avant toute récitation ou approfondissement.
Dans mon enfance, par leurs improvisations permanentes à éclairer autrement la chose enseignée, deux professeurs de physique m’ont fait sentir, et je dis bien sentir, qu’il y avait une vraie matière vivante et même tout un paysage absolument charnel, concret, palpable et en relief dans ces mondes scientifiques dont je n’apprenais les formules que pour me débarrasser de l’obligation de pouvoir les réciter et faire les exercices que l’école et mon cursus scolaire contrôlaient. 

Les mathématiques sont des machines-outils conceptuelles, un territoire de concepts avec un langage pour les manipuler. 
Ici le lecteur est en position non pas d’utilisateur mais de concepteur fabricant de ces machines-outils, pour reprendre à zéro (et même avant, car les romains ne connaissaient pas le zéro!) et se réinventer tout à  tout endroit du programme de mathématiques : 
· en amont qualitativement « à cause de quoi » et « pour obtenir quoi » : comprendre la raison d’être,  les envies à l’origine des concepts, 

· au milieu le langage,  y concevoir les définitions et leurs symboles associés, 

· en aval le résultat, les machines outils, fabriquer les propriétés, formules et modalités d’utilisation. 

Il s’agit de partir du pourquoi des choses, pour seulement ensuite d’en extraire  les conséquences, en répondant à trois questions : d’où ça sort ?  à quoi ça sert ?  comment ça marche ?

Oui, il n’y a peut-être aucune demande pour cette approche, trop simple et durable dans notre univers d’exécutants aveugles et pressés.  
Pourtant, ici, j’ai choisi de permettre à qui le veut de se refabriquer à tout endroit la compréhension profonde et élémentaire de n’importe quoi n’importe où en maths. 
2/
OBJECTIFS

Qu’à tout endroit des mathématiques le lecteur puisse repartir d’une définition précise, sur le fond (ça sort d’où ? pour faire quoi ?) et sur la forme (ça marche comment ? définitions, symboles et syntaxe).
Comme les anciens artisans qui au début de leur apprentissage fabriquaient eux-même les outils qu’ils allaient utiliser toute leur vie dans leur métier, le but de ce cours est que l’étudiant sache, sente, comprenne, respire d’où et dans quel but ont été construit ces outils. 

Pour qu’il maitrise seul de a à z toute question mathématique, non pas en l’apprenant, mais comme tout bon bricoleur en pouvant fabriquer, démonter et remonter lui-même de A à Z toute la machine-outil des CONCEPTS, DEFINITIONS, SYMBOLES, PROPRIETES et FORMULES mathématiques.
 Ainsi :

· une fois qu’il les aura tous oubliés il ne sera même pas perdu car il pourra tous les reconstruire, 

· et il pourra s’adapter à un usage nouveau dans un contexte jamais rencontré, car pouvant remonter aux origines de ses outils il pourra se reconstruire leurs conditions de validité donc d’application.  

Ce cours s’adresse à tout exploitant-utilisateur, qui ne comprend pas toujours ses outils mathématiques et dont il oublie ou récite mal les recettes et formules. 

Il propose la posture de concepteur fabricant des machines outils mathématiques, pour en comprendre l’origine et à partir des intentions se refabriquer les définitions, propriétés et formules. 

Toute personne, même si elle a oublié ses additions ou multiplications, peut y maitriser tout endroit du programme mathématique, de la maternelle aux mathématiques supérieures, en y désossant et refabriquant les machines outils correspondantes.  

Cette approche prépare aussi à une posture plus responsable dans notre quotidien professionnel et politique, de comprendre les systèmes médiatiques dans lesquels chacun vit pour les améliorer au lieu de les subir, s’y sentir dépassé, irresponsable (« les experts savent mieux ! ») et s’y plaindre (« ça me dépasse, je n’y comprend rien, c’est trop compliqué »). 

3/
DEMARCHE
L’objectif de cet ouvrage est en amont, pour maitriser la conception et fabrication des machines-outils mathématiques. 

Du coup l’aval est absent, l’entrainement à la manipulation de ces même machines-outils en les utilisant dans des exercices nombreux et variés est à faire dans d’autres ouvrages déjà largement disponibles. 

4/
UNE PRIORITE : oubliez vos allergies aux maths et maitrisez votre SYNTAXE !

Trop d’étudiants ont pris en aversion les signes et écritures mathématiques qu’ils n’imaginent même plus pouvoir lire et comprendre, comme ils lisent le français.  
Un a n’est pas un b, une clé de 12 n’est pas une clé de 14, le symbole ∪ n’est pas le symbole ∩.
Qui reproche au français d’utiliser des lettres pour être lu ?      
Oui, lire un langage inclut de connaitre son alphabet et sa syntaxe !
En français, programmation C++ ou mathématiques, c’est nécessaire pour lire et écrire, comprendre et manipuler. 
Rien de compliqué, pas plus de signes ou règles en mathématiques qu’ailleurs, et une particularité qui se retrouve en programmation mais pas en français : l’écriture mathématiques exige une inhabituelle et extrême précision, elle est avare de signes, ennemie des redondances et amoureuse de la sobriété. 

Un tout petit signe manque et tout le sens est autre. 

Chaque signe, point, virgule, position (sur la ligne, en indice, en exposant) transforme le sens. 

Pourquoi ce culte de la sobriété dans l’écriture mathématique ? 

Parce qu’encore en 1650 l’écriture mathématique la plus courte était :  la variable nommée « y » est égale à une constante nommée b  à laquelle on ajoute le résultat de la multiplication de la variable nommée « x » multipliée par une deuxième constante nommée « a ». 
Pas facile d’y manipuler des équations !

Alors depuis peu (moins de deux siècles) on a trouvé plus pratique de l’écrire « y = ax + b »

C’est le fruit de la transformation de l’écriture mathématique dans ses signes en symboles et syntaxe : 
a 

nouvelle habitude pour représenter une constante

x 

nouvelle habitude pour nommer une variable amont x, qui fait varier y en aval, 

y 

pour représenter une variable aval y, qui dépend de x, dont la valeur se déduit de x, 

=

un symbole pour diminuer l’écriture du mot « égale » 

ax
 
une syntaxe de position, pour représenter la multiplication des deux valeurs car accolées
+ 

un autre symbole, pour représenter l’opération addition entre les valeurs qui l’encadrent, 
La sobriété de l’écriture mathématique est voulue pour faciliter visualisation et manipulation en représentant le maximum avec le minimum. 

Son prix est d’exiger rigueur et précision. 

C’est comme la musique, une note n’est pas une autre, sinon ce n’est plus la même musique. 

Bref, l’utilisateur doit connaitre et utiliser avec précision ces outils que sont la syntaxe et les signes. 

… d’où à la fin les annexes LEXIQUE et SYMBOLES. 

5/
CHOIX  PEDAGOGIQUES
En vie étudiante comme en pratiques professionnelles, j’ai toujours détesté l’exécution seule, l’obéissance sans créativité, la récitation sans compréhension.  

De saines pratiques démocratiques de liberté et responsabilité placent l’amont avant l’aval, avec en principal les deux pourquoi (à cause de quoi et pour obtenir quoi), et les comment en simples exécutants. 

En plus c’est adapté aux accélérations de nos transformations mondiales, car seule la  compréhension amont permet de s’adapter aux multiples cas particuliers et inattendus que crée l’incessante transformation de toutes nos pratiques conceptuelles et professionnelles.  

Un objectif de la science en général et des mathématiques en particulier est de clarifier les résultats attendus et fabriquer les moyens d’y parvenir.

C’est une permanente destruction créatrice où les nouveaux outils complètent les précédents jusqu’à les annuler et remplacer. 

C’est l’inverse des obligations de conformité dont se gavent nos méthodes pédagogiques dominantes. 

Ce cours est l’inverse de la tristement classique méthode pédagogique très aimée des dictatures (dont celle de l’argent) : « tais-toi, apprend déjà au moins à faire, ensuite au mieux et en surplus inutile tu comprendras peut-être ! ». 

Il ne s’agit pas ici de former l’étudiant à l’obéissance récitative de l’aval (les « comment faire ? »).

Ce cours détaille donc très peu les comment, qui y servent surtout d’illustrations, et sont disponibles dans tant d’autres supports familiers (programmes, annales, cours, exercices, corrigés …).

Il s’intéresse surtout aux deux pourquoi (1-le contexte, où pourquoi = à cause de quoi, ça vient d’où ?, et 2-les objectifs, où pour-quoi = pour obtenir quoi, ça veut servir à quoi ?), afin qu’à partir de cette bonne compréhension amont l’étudiant puisse retrouver seul tous les comment qui n’en sont que l’aval. 

Il s’agit ici d’intéresser l’étudiant à sentir l’amont (« d’où ça vient ? », « à quoi ça sert ? »), pour :  

· lui rendre possible sa  liberté de créativité, 

· l’autoriser à inventer de meilleures solutions en passant par de nouveaux chemins, 

· lui rendre plus facile de sentir et démontrer un nouveau territoire de validité de l’outil, identifier à quelles conditions il peut utiliser l’outil dans une circonstance nouvelle.

Il ne s’agit pas d’apprendre les maths mais de les comprendre.

Ensuite, une fois que l’étudiant saura de quoi il parle, alors tous les détails certes essentiels (un diviseur est non nul …) prendront leur intérêt mais seulement après la vision globale, pour la préciser et surtout pas comme trop souvent aujourd’hui pour se noyer d’abord dans un excès de détails. 

J’ai privilégié les programmes institutionnels, scolaires et universitaires, et me suis arrêté aux Maths Sup en tenant compte de l’immense  diversité des pratiques professionnelles : statistiques et probabilités pour les financiers et les sociologues, algèbre Booléenne et logique pour les informaticiens …

Ce livre s’adresse à toute personne de bonne volonté qui, pour diverses raisons circonstancielles (concours, examens, études, curiosité !) a besoin de quitter ses allergies aux maths et de s’y améliorer.  
C’est une pioche, il ne s’agit pas de tout  lire pour tout comprendre, il s’agit de 

· le parcourir pour situer ses besoins dans cet univers mathématiques global

approfondir les pages de ses besoins pour en clarifier l’amont :  les deux « pourquoi ? »
partie I - l’ OBSERVATION élémentaire, la valeur d’une mesure 

en physique = les variables principales  

I-1/
 les ENSEMBLES
1/
les ELEMENTS
Je pensais démarrer ce cours par les nombres. 

Mais ce faisant j’ai réalisé que la conception et la fabrication des machines-outils commence par leurs composants, les éléments regroupés en ensembles. 

Avant de compter les moutons (= leur nombre) dans un troupeau il faut déjà les concepts d’un mouton (= un élément) et d’un troupeau (= un ensemble). 
épistémologie : la pensée commence par la différenciation.

exemple : Tel l’enfant qui découvre la reconnaissance des formes (maman n’est pas son chapeau, mais sa main oui !!!), le lion qui détecte sa proie, ou le berger qui garde ses moutons, 
définition : tout commence par 
·  l’identification de chaque élément (mouton, poule, chien…). 
· puis leur regroupement en différents ensembles : les moutons de Pierre, ses poules, ses chiens.

· enfin la perception de l’inégalité, la comparaison, la relation d’ordre , née de (= son origine, raison d’être, finalité) : tel ensemble a-t’il plus ? moins ? ou autant d’éléments que tel autre ?  
propriété : Un élément peut être un ensemble d’éléments, un sous-ensemble d’un ensemble plus grand. 

Donc un élément est toujours individuel mais pas toujours indivisible.

exemple :  le troupeau des moutons de Paul est un élément dans l’ensemble des troupeaux du village. 

exemple : 

· des ensembles homogènes sont des groupes de chèvres, cailloux, choux, genoux, puits ou ciseaux 

· des ensembles hétéroclites  (hétérogènes) sont des groupes d’éléments de types différents, 
telle la macédoine russe { }, dont les types d’éléments sont : {,,, ) et dont divers sous-ensembles sont (entre autres) : 
{}{}{} ;{ };{} ; {}

Exercice : Voici divers ensembles avec chacun plusieurs éléments :
{} ; {} ; {} ; {} ; {} 
Question : rangez ces ensembles du plus grand au plus petit, y en a-t-il deux égaux ? 
Essayez de répondre à cette question sans utiliser ni nombre ni chiffres.

solution : 

{} ; {} ; {} ; {} ; {} 
Bien sûr, par habitude, vous avez triché, anticipé, utilisé les outils du futur présent (les chiffres 3, 4, 7, 9). 

Vous avez répondu à la question en passant de ces ensembles aux nombres qui dénombrent (= comptent) leurs éléments puis même utilisé des chiffres pour écrire ces nombres.

Ce faisant, dans l’histoire des mathématiques, vous avez fait un saut qui a demandé à l’humanité plusieurs centaines de millier d’années. 

Ce rangement du plus petit au plus grand ensemble peut se faire sans nombre ni chiffre : 

Si E{xi} et F{ yj} sont deux ensembles ayant les quantités (nombres) e et f d’éléments xi et yj. 
définition : une application y = f(x) associe (=relie) à tout xi de E (= au départ) un yj de F (= à l’arrivée) 
Alors, si on peut trouver une application de E vers F telle que :

cas1 : chaque xi de E arrive vers un yj différent de F, alors e est dit plus petit que f:  e =< f
· et l’application est dite injective, c'est-à-dire que deux départs (x1 et x2) différents ont toujours deux arrivées (y1 et y2) différentes : x1 ≠ x2 => y1 ≠ y2 
Exemple : |{}| < |{}| 
cas2 :  tous les yj de F sont atteints à partir des xi de E alors e est dit plus grand  que f :  f =< e
· et l’application est dite surjective, tous les yj de F sont arrivée d’au moins un départ xi de E, tous les yj de l’arrivée F sont atteints. 
Exemple :|{}| > |{}| 
cas3 :  si on peut faire les deux, relier chaque élément de E avec un élément différent de F en recouvrant tout F, alors e égal  f :  e = f , les deux ensembles ont autant (= le même « nombre ») d’éléments

· alors l’application injective et surjective, qui relie ainsi les éléments de E et F, est dite bijective.
2/
OPERATIONS sur les ensembles 
programme :
les ensembles, les opérations (union, intersection …) sur ces ensembles (application, fonction, relation) et leurs propriétés (associativité, commutativité) 
	ensembles A et B
	NOMBRES a et b

	relation
	opération
	symbole
	symbole
	opération
	relation

	-----------------
	A ∪ B , union
	∪ 
	+
	a + b, addition
	----------------

	inclusion
	----------------
	est contenu dans 
	< 
	----------------
	a < b, plus petit

	élément neutre de l’ union 
	∅   

(ensemble vide)
	0 (zéro)
	élément neutre de l’ addition

	
	
	
	
	
	


a/
opérations entre deux éléments d’un ensemble 


Définition : 

Une opération se fait à l’intérieur du même ensemble (E). 

Elle part de deux éléments et arrive à un troisième. 

Une opération est z = f(x,y) où x, y et z € E

exemple : dans l’ensemble des sous-ensembles d’un même ensemble (mes moutons et ceux de mes voisins parmi l’ensemble de tous les moutons de mon village), diverses opérations entre ces sous-ensembles sont l’union, l’intersection, … 


opération1/
l’union







symbole A ∪ B , se lit A « union  » B
définition : l’union est une opération qui « réunit » tous les éléments de deux ensembles en un nouvel ensemble. Son symbole est  ∪. 
A ∪ B se lit « A union B », et désigne l’ensemble qui regroupe tous les éléments de A et de B
L’union de A et B fabrique le nouvel ensemble C qui a pour éléments tous les éléments de A et tous les éléments de B. 

exemple : si A = {} et  B {} alors A ∪ B = {} = {}
exemple : l’union des troupeaux de moutons des habitants est le troupeau de tous les moutons du village. 
opération2/
l’intersection






symbole A ∩ B , se lit A « inter » B
Définition : l’intersection est une opération entre les ensembles, son symbole est  ∩ et se lit « inter »
L’union de A et B fabrique le nouvel ensemble C qui a pour éléments tous les éléments de E qui sont présents dans A et dans B, qui sont communs à A et B, qui sont éléments de A et éléments de B. 

exemple : si A = {} et  B {} alors A ∪ B = {}
exemple : je suis allé à Londres, New-York et Bombay, Pierre Tokyo et Londres. L’intersection entre nos villes visitées, l’ensemble des villes que nous avons tous deux visitées n’a qu’un élément : Londres. 
Symboles

=  
se lit "égal" 

∅    
se lit “ensemble vide” 
≠ 
se lit « différent de » ; 

∪
se lit « union » ; E ∪ F désigne l’ensemble qui regroupe tous les éléments de E et de F. 

∩
se lit « inter » pour intersection ; E ∩ F désigne l’ensemble de tous les éléments communs à E et F.
∀
se lit “quel que soit” 
±
se lit « plus ou moins » ; x = ± 2 signifie x = 2 et/ou (ou inclusif)  x = - 2
€ 
se lit appartient à ; 
{...}
se lit « ensemble « 
Syntaxe 
A ∪ B 
se lit « A union B » 
A ∩ B 
se lit « A inter B » 
x € E 

se lit « x appartient à E » ; signifie que x est un élément de l’ensemble E, 

∀ x € E
se lit “quel que soit x appartenant à E ” ; signifie pour tout x élément de E


{}   se lit « ensemble dont les éléments sont , ,  "
b/
propriétés d’une opération
propriété1/
la commutativité
à quoi ça sert ? : 


… on peut faire le calcul à l’envers, ça marche aussi, ça donne pareil ! 

définition : une opération P dans E est commutative si ∀ a et b € E alors   a P b = b P a,


exemple : l’union est commutative car ∀ A et B sous-ensembles du même ensemble E alors A∪B = B∪A 
par exemple, avec A = {} et B {} on obtient : A ∪ B = B ∪ A = {} 
2/
l’ associativité

à quoi ça sert ? : 

… on peut commencer où on veut, par le début ou par la fin, ça donne pareil  ! 

définition : une opération P dans E est associative si ∀ a, b, c  € E alors   (aPb)Pc = aP(bPc) = aPbPc
exemple : l’union est associative car ∀ A, B et C sous-ensembles de E alors (A ∪ B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C)
par exemple, avec A = {},  B {} et C =  {},  on obtient :  
 (A ∪ B) ∪ C = ({}∪{} )   ∪ {} 
= {} ∪ {} 
= {}
A ∪ (B ∪ C)    = {} ∪ ({}∪{}) 
= {} ∪ ({}) 
= {}
3/
l’élément neutre 
à quoi ça sert ? : 
… l’opération n’a rien changé, le résultat est le même qu’avant, ça donne pareil  ! 

définition : l’élément neutre d’une opération P dans E est e tel que ∀ a  € E alors  aPe = ePa = a 
exemple :  l’ensemble vide (celui qui n’a aucun élément, symbole ∅)  est l’élément neutre de l’union
∀ A  € E alors  A ∪ ∅ = A : puisque l’∅  n’a aucun élément il n’ajoute donc aucun élément à A 
exemple : j’anticipe sur les ensembles de nombres  (détaillés pages suivantes), 
· le nombre zéro (écrit 0) est l’élément neutre de l’opération addition : a + 0 = 0 + a = 0

· le nombre un (écrit 1) est l’élément neutre de l’opération multiplication : a.1 = 1.a = 1
4/
l’opération inverse 
à quoi ça sert ? : 
… ça donne l’élément dont l’opération avec le premier donne l’élément neutre  ! 

définition : l’élément neutre d’une opération P dans E est e tel que ∀ a  € E alors  aPe = ePa = a 
exemple :  l’union n’a pas d’inverse puisque c’est une opération croissante, son résultat est toujours plus grand que ses parties (A  ∪ B est toujours plus grand que A ou B puisque les contient toujours)
exemple : j’anticipe sur les ensembles de nombres (détaillés pages suivantes), 

· l’opération soustraction est fabriquée par définition pour obtenir l’inverse de l’opération addition, 

· l’opération division est fabriquée par définition pour obtenir l’inverse de l’opération multiplication,

3/
RELATIONS entre les ensembles 
Une relation n’est pas une opération.

Une opération fait correspondre les éléments d’un ensemble de départ à des éléments d’un ensemble arrivée. 
Une relation est seulement une propriété, aPb, respectée ou non par toute paire d’éléments d’un ensemble
… à rédiger … et à positionner ailleurs, dans la rubrique théorie des ensembles 

Détailler la relation d’ordre : plus grand (>), plus petit (<) , ses proriétés et leurs conséquences … 


I-2/
 les NOMBRES
1/
les NOMBRES
programme : les ensembles de nombres  entiers(N), relatifs(Z), fractions (Q), réels (R), complexes (C),  

- dans N+ : carrés magiques, théorème de Fermat (jamais xn + yn = zn, sauf n=2 Pythagore), 

Les outils, le feu, les armes, l’âge de pierre ou les tissus, sont très antérieurs (en dizaine de milliers d’années) au dénombrement de ces éléments, c'est-à-dire le nombre. 

Compter les moutons est très récent dans l’histoire de l’humanité. 

La machine-outil des nombres, avec son enfant la mesure (en géométrie pour les lignes, surfaces et volumes), est une invention récente (?6000 ans) faite  par toutes les grandes civilisations car nécessaire pour leur croissance. 

Même sans roue (les incas !) ou chiffres décimaux (les romains !), toutes ont utilisé les nombres pour : 

· calculer les impôts, cadastrer : en Grèce, le déploiement de la géométrie a été administratif et fiscal,

· définir un attrait : qui a la plus grosse, récolte, champs, troupeaux ? =  quel parti pour ma f(am)ille ?

· préciser une transaction entre Pierre et Paul : je donne, tu donnes, jusqu’à inventer … l’argent !

· préparer la guerre : combien de soldats, chevaux, harnais, armes, budgets, moyens de transports ? 

· se protéger des éléments et leurs incertitudes : combien de greniers pour pharaon, de quelles tailles?

· mesurer le temps, observer les astres et les saisons, décider des dates agricoles (semer), dire l’heure

remarque : nous n’avons pas encore parlé de chiffres ni précisé un système pour écrire ces nombres.

Tout ce qui va suivre, tout ce livre, toutes les pages suivantes qui définissent et calculent des fonctions sur des nombres avec leurs propriétés (continues, dérivées, intégrales, …) et formules, tout cela va certes être présenté avec la langue d’aujourd’hui, avec des nombres décimaux, mais tous ces nombres et leurs propriétés sont indépendants du système d’écriture retenu pour les écrire.
Toutes les machines outils qui concernent la manipulation des nombres, telles que :

· leurs propriétés : nombre de diviseurs, ppcm, pgcd, nombres premiers … 

· leur diversité : N, Z, Q, R, C … 

· leurs opérations : addition, multiplication, exponentielle, fractions …  

· leurs transformations et les formules associées : identités, intégrales, dérivées, racines …

· leurs fonctions : racines, monômes, polynômes, coniques, trigonométriques, statistiques… 

· leurs équations : polynomiales, différentielles …

… sont valables dans toutes les langues utilisées pour décrire ces nombres, avec ou sans système d’écriture, avec ou sans chiffres, avec ou sans base et dans toute base (décimal, binaire, hexadécimal …). 
La carte n’est pas le territoire, le mot n’est pas la chose, le nombre n’est pas ses chiffres. 

Les chiffres sont l’écriture, le nombre est l’objet. Le nombre est un objet immatériel et conceptuel. 
Comme la chaleur du soleil ne dépend pas des mots ou lettres utilisées pour le nommer ou l’écrire, les nombres et leurs propriétés ne dépendent pas des langages utilisés pour les décrire. 

définition : un NOMBRE (n) est la caractéristique commune || à tous les ensembles {...} qui ont « autant » d’éléments (n).
Si le nombre des éléments d’un ensemble est plus grand que l’autre nombre des éléments d’un autre ensemble, cela implique par définition que le premier ensemble a davantage d’éléments que l’autre. 

Nous humains avons fait des opérations entre des nombres bien avant d’avoir fabriqué nos super machines outils que sont les chiffres et les bases.

Historiquement il s’agissait de moutons, sacs de blé, récoltes diverses, mois lunaires pour suivre les saisons, … 

exercice : 
Voici différents ensembles :

 {}{}{} ;{ }; { }
Question :
ordonner ces ensembles {…} par le nombre de leurs éléments,  « moins que » ou « autant » 
solution : 
Définissons les symboles  {…} pour écrire un ensemble, et |...| pour écrire son nombre d’éléments :  
C'est-à-dire écrivons |{...}| le nombre d’éléments de  l’ensemble {...},  le nombre associé à cet ensemble : 

|{}| < (|{}| = |{}| = |{}|) < |{}|
un  plus petit nombre  <  

un nombre au milieu 



        < un plus grand nombre

Cas général :

Le concept de nombre commence par le concept de nombre entier positif, qui identifie une caractéristique liée à tout ensemble d’éléments et observable par la relation d’ordre retenue (< ou > ou =) pour ordonner tous les ensembles entre eux (en les comparant par deux). 

définitions : soit « d » le nombre d’éléments de l’ensemble Départ et « a » celui de l’ensemble Arrivée : 

d est plus grand que a (ou trop, davantage), si de D vers A il y a  une application surjective. 

d >  a

d est plus petit que a (ou trop peu, moins, manque), si de D vers A il y a  une application injective. 
d <  a

d est égal à a (ça suffit pile poil !), si du départ D vers l’arrivée A il y a  une application bijective. 
d =  a 

Ainsi chaque ensemble fini a son nombre associé, c’est le nombre de ses éléments, son nombre d’éléments, la quantité de ses éléments.
remarque : sans aucun système d’écriture pour ces nombres (aucun chiffre, pas de base), nous les avons pourtant déjà  observés, identifiés et comparés entre eux (ici un plus petit, un milieu et un plus grand).
2/
les OPERATIONS entre nombres, sans chiffres ni base
Dans l’ensemble des nombres, les opérations transforment deux nombres en un troisième nombre. 

a/
l’addition












z = x + y

Utilité, exemple : 

a = le nombre des moutons dans le troupeau A d’André

b = le nombre de moutons dans le troupeau B de Bernard

c = le nombre de moutons dans le grand troupeau C des moutons d’André et Bernard. 

Alors, par définition de l’addition (notée « + ») : c = a + b

Par définition de l’addition, la somme (=par définition le résultat de l’addition) entre les nombres des moutons des deux troupeaux est le nombre de moutons de l’union des deux troupeaux. 

Cas général : 

à tout ensemble (A) est associé un nombre (a) qui est le nombre de ses éléments 

exemple : appelons 
a = le nombre des éléments de A : 
il y a le nombre « a » d’éléments dans l’ensemble A
b = le nombre des éléments de B : 
il y a le nombre « b » d’éléments dans l’ensemble B
c = le nombre des éléments de C : 
il y a le nombre « c » d’éléments dans l’ensemble C
L’opération union entre ensembles devient l’opération addition entre leurs nombres d’éléments. 

L’opération ∪ qui fabrique l’ensemble C = A ∪ B devient l’opération + entre leurs nombres : c = a + b  

nombre des éléments de l’ensemble  (A U B) = nombre des éléments de  A + nombre des éléments de  B 

définition : La somme de deux nombres a et b est le nombre c des éléments de l’ensemble A∪B

Cette opération est notée « + » et s’appelle « addition », avec  par définition :  c = a + b.
Autrement dit, l’addition entre deux nombres correspond à l’union de leurs deux ensembles.

Si a, b, c sont le nombre d’éléments des ensembles A, B, C, alors C =  A U B implique c = a + b

propriété : l’addition est commutative : a+b = b+a, car A ∪ B = B ∪ A 




exemple : avec A = {}et B {}= alors A ∪ B = B ∪ A = {} et a + b = b + a car 
a + b = |({}∪{})| = |{}|  et b + a = |({}∪{})| =  |{ }|
à quoi ça sert ? : 


… on peut faire le calcul à l’envers, ça marche aussi, ça donne pareil ! 

propriété : l’addition est associative : a + (b + c) = (a + b) + c = a + b + c, car :

(A ∪ B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) =  A ∪ B ∪ C : on supprime les parenthèses puisque le résultat est le même
exemple : |({}∪{})   ∪{}| =   |{}|    =  |{}∪   ({})∪{})|
à quoi ça sert ? : 

… on peut commencer où on veut, par le début ou par la fin, ça donne pareil  ! 

programme : 
les transformations sur un nombre et entre nombres : addition, soustraction, multiplication, division, puissance, racine, valeur absolue … sans chiffres ni base, les propriétés de ces opérations (associativité, commutativité, élément neutre, élément inverse …)
b/
la soustraction











z = x -  y

c/
la multiplication











z = x.y

Principe de la multiplication : une chambre mesure 8 mètres sur 5 mètres, dessinez la par carrés d’un mètre sur un mètre puis comptez combien y a-t-il de carrés ? Au lieu d’additionner fastideusement tous les carrés d’un rectangle, il est utile de constater que tous les rectangles de mêmes côtés contiennent le même nombre de carrés, (puisqu’on peut faire une bijection entre eux, or par définition pouvoir faire une bijection signifie avoir le même nombre d’éléments) donc de préciser ce nombre (x.y) à associer aux deux côtés (x et y). 

L’opération « multiplication » (ici entre entiers) est l’invention qui à deux nombres entiers x et y associe le nombre de carrés que contient leur rectangle xy. 

d/
la division












z = x/y
En commençant par les fractions d’entiers x = N/D =Numérateur / Dénominateur
définition : la division est par définition l’opérateur inverse de la multiplication : 

N/D est le nombre « b » tel que b. D = N c'est-à-dire tel que : (N/D) . D = N
En particulier 1/D est le nombre « a » tel que a. D = 1 c'est-à-dire tel que : (1/D) . D = 1

exemple : partagez une pizza en 4 parts égales, chaque part est un quart (= 1/4) de la pizza, le résultat de la division de la pizza par 4. La division a commencé par servir à faire des répartitions. 
e/
la puissance












z = xn
En commençant par les puissances entières, ou le deuxième nombre est entier (y = n). 
définition : par définition x2 représente x.x, autrement dit  x2 = x.x  par définition de cette écriture «  x2 »
de même x3 = x.x.x 

donc x2.x3 = x.x  .  x.x.x = x5 = x2+3
de même xn = x.x .x …x où x est écrit n fois,    et xm = x.x .x …x où x est écrit m fois,  

propriété : si x ≠  0 alors  xn.xm = xn+m
car  xn . xm = x.x….x   où x est écrit n + m fois = xn+m … cqfd (Ce Qu’il Fallait Démontrer)
propriété : si x ≠  0 alors 
x0 = 1 
car quelle que soit la valeur de x0, elle vérifie (= elle est telle que) 

x0.xn = x0+n = xn donc   x0.xn  = xn   donc, en divisant les deux côtés par xn,     x0 = 1 … cqfd
propriété : si x ≠  0 alors 
x-n = 1/xn
car  xn.xm = xn+m donc avec m = - n cela donne xn.x-n = xn + (-n) = x(n - n) = x0 = 1 donc   xn.x- n  = 1   

donc, en divisant les deux côtés par xn,     x- n = 1/xn  … cqfd
d/
l’exponentielle











z = xy
où l’exposant s’élargit des entiers (n) aux réels (y).
détail : l’infini (symbole ∞est un nombre très spécial et exclus de l’ensemble des nombres « habituels » (N, Z, Q, R, C) car avec lui l’addition perd sa propriété injective :
D’habitude, quand deux nombres  a et b € N, Z, Q, R ou C :
  a+b   =   a   ( b = 0 , 
Mais a = ∞fait le contraire : ∞+b = ∞permet b = tout nombre de N,Z,Q,R ou C = infinité de solutions !  
exercice : calculez les identités remarquables  (a-b)(a+b)  puis (a+b)2 puis (a-b)2 puis  (a+b)3
                              c'est-à-dire effectuez les calculs (a + b)(a-b) = …, puis  (a+b)2,  puis  (a-b)2 puis (a+b)3
solution : 

 (a - b)(a + b) = a2 + ab – ba – b2 = a2 – b2 

(a + b)2 = (a+b)(a+b) = a2 + ab + ba + b2 = a2 + 2ab + b2  
Pour (a - b)2 il suffit de remplacer b par – b dans (a + b)2 donc (a - b)2 = a2 - 2ab + b2  
Pour (a + b)3 = (a + b) (a2 +2ab +b2) =  a3 + 2a2b + ab2 + ba2 + 2ab2 + b3 =  a3 + 3a2b + 3ab2 + b3 
càd :
 (a+b)(a-b) = a2 – b2 ;  
(a+b)2 = a2 + 2ab + b2 ; (a-b)2 = a2 – 2ab + b2   (a+b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3 
remarque : sans aucun système d’écriture pour ces nombres (pas de base, aucun chiffre … sauf ceux des nombres zéro, un, deux et trois pour vous faciliter la lecture), nous avons pu  déjà fabriquer toutes ces opérations entre les nombres. 

Ces opérations sont valables dans tous les ensembles de nombres habituels (N, Z, Q, R, C), tant qu’elles y restent définies (pas de zéro au dénominateur...). 
plus tard, ensuite, plus loin dans ce livre  : 

exercice : dénombrez tous les  différents sous-ensembles possibles à partir d’un ensemble de p éléments

solution : sans l’ensemble vide ∅, 

- {a,b} permet {a}, {b} et {a,b} soient 3 sous-ensembles pour un ensemble de 2 éléments

- {a,b,c} permet {a}, {b}, {c} et {a,b} et {a,c} et {b,c} et {a,b,c} = 6 sous-ensembles à partir de 3 éléments
- si {a1, a2, … an-1, an} permettent An sous-ensembles alors {a1, a2, … an-1, an} 

… à compléter … 
introduit permutations, arrangements, combinaisons, 

exercice : logarithmes, calculez loga(b) en fonction de logb(a) 

solution : par définition logp(xy) = logp(x) + logp(y)  

d’où  

logp(p) = 1 d’où loga(a) = 1 et logb(b)  = 1   
et d’où  
logp(xy) = y.logp(x) d’où loga(xy) = y.loga(x)
et encore d’où  aloga(b) = b puisqu’ils ont le même loga :  loga(aloga(b)) = loga(b).loga(a) = loga(b).1 = loga(b)
donc enfin aloga(b).logb(a) = blogb(a) = a = a1 donc loga(b).logb(a) = 1 donc loga(b) = 1/ logb(a)
cas particulier : log10(x) = 1/loge(x) et loge(x) = 1/log10(x) 
remarque : dans tous ces « calculs » il n’y a aucun chiffre, à part 0 et 1, les éléments neutres des opérations addition et multiplication. 

C'est-à-dire que ces propriétés et calculs sur des nombres ne dépendent pas des chiffres qui les écrivent.
3/ N+, l’ensemble des nombres ENTIERS positifs 
Pour faciliter la lecture, alors que l’outil d’écriture des nombres (chiffres et base) n’est fabriqué qu’en pages suivantes, j’utilise pourtant déjà des nombres écrits en chiffres (2, 3 ..) de la base dix. 
1-d’où ça vient ?







ai-je assez de cloches pour mes chèvres ? 
2-à quoi ça sert ? (EXERCICE début) 
     
… exactement =  ni trop ni trop peu, pas plus, pas moins !
exemple1 : un berger veut mettre des cloches sur ses chèvres. Même s’il ne sait pas compter, même pas sur ses doigts, il voudrait pourtant acheter autant de cloches qu’il a de chèvres : ni trop ni trop peu !

exemple2 : De même, tout maçon voudrait avoir assez de sacs de ciment pour  ses cayrons (parepaings). 

exemple3 : Et tout laboureur suffisamment de semences pour planter toute la surface de son champ.

3-définition

· appelons K le nombre lié à l’ensemble des Kloches, et k = le nombre de Kloches, 

· appelons C le nombre lié à l’ensemble des chèvres, et c  = le nombre de Chèvres), 

Le nombre associé à un ensemble par rapport à un autre ensemble s’observe et se range par les qualités d’une application depuis l’ensemble de départ (cloches) vers l’ensemble d’arrivée (chèvres) : 

· départ plus petit : « pas assez de » (au départ) cloches, il reste des cloches, trop de chèvres ( le nombre de cloches dans l’ensemble des cloches est inférieur au nombre de chèvres dans l’ensemble des chèvres. k < c
· ou départ plus grand : « trop de » (au départ) cloches donc pas assez de chèvres (davantage de cloches que de chèvres. k > c.

· ou départ égal arrivée : « pile assez  de »  (au départ) cloches, une cloche par chèvre ( autant, le même nombre de chèvres que de cloches). k = c.
exemple : pour mettre une cloche par chèvre, le berger a besoin de «autant» de cloches qu’il a de chèvres. 

remarque : sans aucun système d’écriture pour ces nombres (pas de base, aucun chiffre), nous pouvons pourtant déjà identifier un nombre, l’observer et le comparer à un autre. 
Nous avons observé et comparé K et C, d’où k et c, trouvés le plus grand et le plus petit, ou les avons démontré égaux. 
Un nombre précède notre capacité à l’écrire. 

Comme tout être, il est indépendant de son écriture. 

Il peut ne pas avoir d’écriture : pas de signe, pas de chiffres, pas de base. 

Quand on change d’écriture (romain, arabe, binaire, …) le nombre reste le même donc aussi ses relations avec les autres nombres aussi (plus grand que, diviseur de, premier, …). 
4/
les nombres premiers

utilisation : ils préparent aux fractions, pour les simplifier (pgcd = Plus Grand Commun Diviseur) et les réduire au même dénominateur (ppcm = Plus Petit Commun Multiple). 

définition : un nombre est premier quand il n’a aucun diviseur 

…autre que 1, car l’élément neutre de la multiplication est diviseur de tous les nombres : 1.n = n
Propriété : les nombres premiers ont des propriétés inattendues, ou indémontrables (ils sont en quantité infinie, leur dispersion est aléatoire …). Ils ont été, et sont encore, objet d’études et de fascination pour des générations de mathématiciens spécialisés. 
exercice :
trouvez tous  les nombres premiers entre 1 et 100 !  

Combien y en a-t-il ?
solution : 
a/ écrire un tableau de tous les nombres de 1 à 100

b/ à partir du nombre 2, pour chaque nombre premier, rayer tous ses multiples dans ce tableau

· pour 2 cela raye une colonne sur deux, pour 3 un nombre sur 3, pour 5 la colonne des 5, 

· pour 7 les seuls diviseurs restants sont >= 7, donc 7, 11, 13 rayent 7.7=49 puis 7.11 =77 et 7.13 =91

· pour 11 aucun car le premier diviseur >= 11 éliminerait le résultat > 112 = 121 > 100. 

On a donc terminé, car tout ce qui n’est pas déjà rayé après 7 est ou premier ou supérieur à 100. 
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Total = 26 nombres premiers entre 1 et 100
5/ les nombres FRACTIONS, l’ensemble Q

définition : une fraction est le nombre défini comme le résultat de la division entre deux entiers N et D. 
Elle s’écrit N/D où N est le Numérateur (en haut, au dessus de la barre de fraction) et D le Dénominateur (en bas, en dessous de la barre de fraction). 

1/
le ppcm … et le ppcd
utilisation : sert à additionner à plusieurs fractions, en les écrivant toutes avec le dénominateur commun le plus petit possible. 
définition : ppcm = Plus Petit Commun Multiple
définition : ppcd = Plus Petit Commun Dénominateur = le ppcm des dénominateurs de plusieurs fractions
exercice : quel est le plus petit nombre multiple de 12 et de 30 ?

solution : 60 = 12.5 = 30.2    

C’est leur ppcm, Plus Petit Commun Multiple à 12 et 30, plus petit nombre divisible par 12 et par 30. 
Histoire : on retrouve la base 60 dans beaucoup d’anciennes civilisations, 
· amenée par les cycles de la lune : 30 jours par mois (l’observation des cycles lunaires) et 12 mois par an (en première approximation, car il manque encore 5 jours, 1/6ième de mois lunaire), 

· chérie de beaucoup de civilisations (incas) … 

· et encore présente dans nos angles (360° par tour de cercle) et nos heures (60 minutes par heure),

exercice : calculez 1/12 + 1/30 
solution : 1/12 + 1/30 = 5/60 + 2/60 = 7/60
2/
le pgcd … et la décomposition en facteurs premiers
Utilisation : est une très utile étape début pour additionner plusieurs fractions, car permet de les simplifier, de les écrire les plus petites possibles. 

définition : pgcd = Plus Grand Commun Diviseur

exercice : décomposez en facteurs premiers 1155 et 2730 / calculez leur pgcd / simplifiez la fraction 1 155/ 2 730 /  trouvez le plus petit nombre  multiple de 1 155 et de 2 730 / calculez  1/1155 + 1/2730

solution :








1/
Faire la décomposition en facteurs premiers de ces deux nombres, c'est les écrire en produits de nombres premiers, c'est-à-dire en produits de nombres qui n’ont chacun aucun diviseur. 
1 155  |  3





et 2 730  |   2

  385   |  5





    1 365  |   3

   77    |  7       
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   11    |  11






91  |  7
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13  | 13
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Donc 1155 = 3.5.7.11 et / 2 730 =  2.3.5.7.13  , c’est leur décomposition en facteurs premiers, 

2/
Calculer leur pgcd c’est extraire tous leurs diviseurs communs,  ici 3.5.7 (= leur pgcd = 105 avec 1155 = 105 x 11 = pgcd x 11 et 2730 = 105 x 26 = pgcd x 26) 
3/
simplifier la fraction, c’est mettre en évidence tous ces diviseurs communs puisqu’ils se font disparaitre entre eux (A.pgcd/B.pgcd = A/B), ici 1155 = pgcd.11 et 2730 = pgcd.2.13
donc 1 155 / 2 730 = 3.5.7.11 /  2.3.5.7.13  = 11/2.13 =  11/26, c’est la fraction simplifiée

4/
le ppcm (= plus petit commun multiple) est donc pgcd.11.2.13 = 1155.2.13 =2730.11 = 30 030 

5/
donc 1/1155 + 1/2730 = (2.13 + 11) / 30030 = 37 / 30030
c’est l’addition de deux fractions 

6/ les nombres  REELS, l’ensemble R
Les premières machines outils étaient moins performantes que leurs suivantes.

« nous sommes des nains juchés sur les épaules des géants qui nous ont précédés ». 

C’est avec l’utilisation qu’apparaissent les lacunes donc les demandes d’améliorations. 

En utilisant les nombres l’homme a découvert des quantités qui ne sont pas une fraction.

propriété : l’écriture décimale d’un nombre qui n’est pas une fraction nécessite toujours une infinité de chiffres.

Car si ce nombre n’avait plus de chiffre après n décimales alors il s’écrirait en fraction N (entier, tous ses chiffres de son écriture) / 10n . Exemple : 14,3870009 = 143 870 009 / 10 000 000 = c’est une fraction !
épistémologie : la démonstration ci-dessus vient d’utiliser un raisonnement par l’absurde. 
Mais l’inverse est faux, un nombre qui s’écrit avec une infinité de décimales n’implique pas que ce nombre ne puisse pas être une fraction  : 1/3 est une fraction et s’écrit avec une infinité de décimales (décimales donc en base 10, car en base 3 un tiers s’écrit 0,1).                                                                         

épistémologie : la démonstration ci-dessus vient d’utiliser un contre-exemple. 
exemple1/
 le nombre  (=3,14159265… l’arrondi à 3,1416 a donc une précision inférieure à 0,000001) 
Le rapport circonférence / diamètre est une constante, la même pour tous les cercles quelle que soit leur taille (fabuleux !), mais n’est pas une fraction. Ce nombre a été appelé : circonférence = D
Le problème de la quadrature du cercle fut de construire la position de ce nombre sur une droite par la règle (sans chiffres) et le compas. C’était donc un problème insoluble puisque ce nombre n’est pas une fraction (or règle et compas ne construisent que des fractions).  

épistémologie : remarquez que démontrer qu’un problème est insoluble, c’est le résoudre !

Une fois démontré que la quadature du cercle est insoluble, il n’y a plus besoin d’y chercher une solution.

exemple2/
les racines carrées, 

Les nombres r qui au carrré valent 2 (r2 = 2), 3 (r2 = 3), ou 5 (r2 = 5), ou 7 (r2 = 7), ou … etc … ne sont pas une fraction :   √2=1,4142136…etc… ; √3=1,7320508…etc… ; √5=2,236068…  √7 =2,6457513… 
exemple3/  le nombre d’or, aimé des peintres et architectes de la renaissance (=1,618034…). 

Exercice : calculez le rapport que doivent avoir les côtés d’un rectangle pour qu’une fois ôté le carré inclus ayant comme longueur son petit côté, les côtés du petit rectangle restant soit dans le même rapport. 




 Avec a = grand côté et b = petit côté, cela signifie grand / petit  = a/b = b/(a – b) 
solution : 
Donc, en multipliant chaque côté de l’équation par b.(a-b) : a.(a – b) = b2 = a2 – a.b, donc a2 – a.b – b2 = 0 

En appelant a/b ce rapport cible (a/b = grand/petit = x), et en divisant les deux côtés par b2, 

cela donne ( a2 – a.b – b2 )/b2 = 0 = x2 – x – 1 = 0 
Donc (voir « équations »)  Ax2 + Bx + C = 0 avec A=1 ; B= - 1 ; C= - 1   donc = B2 – 4AC = 1 +4 = 5 

d’où  x1 = (- B + √) /2A = (1 + √5)/2
et 
x2 = (- B - √) /2A = (1 - √5)/2

Comme x2 est négatif (car 5 > 1) , le nombre d’or est donc 1 + √5)/2 = 3,236068…/2 = 1,618034…
exemple 4/
le nombre e (=2,71828183…) 

définition du nombre e : (voir logarithmes, et dérivées) 

le calcul de la dérivée de la fonction y = ax donne y’ = k ax  , où k est une constante. 

Le nombre « e » est la valeur à donner à ce nombre « a » pour que k = 1, c'est-à-dire pour que y’ = y.  
Ainsi (ex)’ = ex : « e » est le nombre tel que la dérivée de la fonction ex soit la même fonction  ex. 
remarque : tous ces exemples,  , le nombre d’or, les racines carrées (√2, √3, √5, √7…), e, … ne sont pas des constantes physiques (type c vitesse de la lumière …) mais bien des constantes mathématiques, c’est-à-dire indépendante de toute grandeur physique et de toute unité de mesure. 

En particulier, comme déjà souvent dit, quand la base (ici décimale) où les écrire change, tous ces nombres ne changent pas, mais seule leur écriture change (par définition, dans la base 2, e et  et  nombre d’or et  racines carrées, tous ne s’y s’écrivent qu’avec les chiffres 0 et 1) . 

7/ les nombres  COMPLEXES, l’ensemble C

utilité : les complexes ont été inventés pour manipuler des nombres z tels que leur carré (z2) soit négatif !

Le cahier des charges « pour manipuler » exige que toutes les opérations, donc aussi toutes les formules, valables dans les nombres réels (+, -, x, / …) restent les mêmes dans les complexes. 
principe : par manque de racines [= solutions à f(x) = 0]  réelles, on invente les nombres imaginaires ! 

définition : inventons le nombre imaginaire  i  avec la propriété complexe (!)  que :  i2 = - 1,
exercice : calculez (x + i)(x-i)
solution : 
par définition i2 = - 1, donc  : (x + i)(x-i) = x2 – ix +ix – i2 = x2 –(-1)  =  x2 + 1 

donc x2 = - 1 a deux solutions x = i ou x = - i  car x2 + 1 = 0 (  (x + i)(x – i) = 0 ( x + I = 0 ou x – i = 0
exemple : l’équation x2 + 4 = 0 est impossible chez les réels car x2 + 4 >= 4 donc > 0

Mais x2 + 4 = 0 ( x2 = - 4 ( x =  2i ou x = - 2i     et      x2 + 4 = (x + 2i )(x + 2i) 
Tout nombre complexe s’écrit donc z = x + iy où x et y sont réels 
Ces nombres complexes répondent au cahier des charges : C = R + i R, avec R = ensemble des nombres réels et C = ensemble des nombres complexes. 
Tous les calculs entre complexes z ont bien les mêmes régles et formules qu’entre réels x ou y. 

· les z = iy sont nommés « imaginaires purs » 

· les z = x+iy sont l’ensemble de tous les nombres complexes. 

Grâce à cette fabrication des nombres complexes avec ce i, alors tout polynome Pn(x) de degré n s’écrit toujours en un unique produit de n monômes, ce qui était souvent impossible dans les réels.

Par exemple P2(x) = x2 + 9 ne peut être un produit de monômes réels mais s’écrit P2(x) = (x + 3i)(x – 3i) dans les complexes. 

Autrement dit (voir équations), une équation polynomiale de degré N a toujours  N racines complexes. 

Dans l’ensemble des nombres complexes tout polynôme de degré n a toujours n racines, et tout 
Pn(x) = anxn + an-1 xn-1 + … + a2x2 + a1x + a0 s’écrit toujours  Pn(x) = an(x-x1)(x-x2) … (x-xn-1)(x-xn) 
où les xi (de x1 à xn) sont les n racines, solutions de l’équation Pn(x) = 0

exercice : calculez (x - i - 1) (x - i +1) ; puis calculez les racines de x2 – 2x + 2 = 0
solution : 

d’abord (x - i - 1) (x + i - 1) = x2 – 2x + 2, car tous les i et ix disparaissent (= leurs coefficients s’annulent)

donc les racines de x2 – 2x + 2 sont  x1 = 1 + i  (pour x - i – 1 = 0) et x2 = 1 – i (pour  x + i - 1 = 0)

On peut vérifier par la formule des racines de ax2 + bx + c = 0 , qui reste valable dans les complexes : 

 x1 = (- b + ) /2a   et  x2 = (- b - ) /2a avec  =  b2 - 4ac 

ici a = 1 ; b = - 2 ; c = 2
 =>    =  b2 - 4ac = 4 – 4.2 = - 4 
=>   =  - 4   
 =>  = 2i 

=>  x1 = (- b + ) /2a  = (2 + 2i)/2 = 1 + i et  x2 = (- b - ) /2a = (2 - 2i)/2 = 1 - i 

on a bien retrouvé  x1 = 1 + i et x2 = - 1 + i


I-3/

les CHIFFRES





 l’écriture des nombres
1/
les CHIFFRES
programme : l’écriture d’un nombre, les chiffres, sans et avec bases (base 2, 12, 60, …), les opérations avec chiffres et base, 
les formules et les tables,  d’addition et de multiplication

Histoire : Autant les mots ont leurs diversité de langues et écritures en signes (pictographiques chinois, cunéiforme de mésopotamie, hiéroglyphes égyptiens,  …) puis en alphabets et lettres (latines, perses…), autant les nombres ont leurs diversité de langues et écritures en signes puis en bases (décimale, binaire …) et chiffres (romains, arabes …).

Tous ont eu de multiples et diverses représentations dans l’histoire de l’humanité.

Lettres ou chiffres sont les symboles (signes et sons) retenus pour écrire et dire les mots ou nombres. 
Les chiffres sont aux nombres ce que les lettres sont aux mots.

	Objet conceptuel :
	mot
	nombre

	Représentation :
	lettres
	chiffres


Définition : les chiffres sont les symboles (sons et signes) retenus pour écrire et dire les nombres. 
Epistémologie : la carte n’est pas le territoire, le nom n’est pas la chose. 

Seuls les individus qui ne parlent qu’une langue font la confusion entre leur pensée et leur langue.

Les nombres existent sans chiffres autant que les mots d’une langue existent sans lettres pour les écrire.

2/ les BASES
1-d’où ça vient ?





de vouloir représenter les nombres, les dire et les écrire 
Histoire : comme nous avons dix doigts, aux mains et aux pieds, la démocratisation du savoir a diffusé  l’utilisation de la base dix car elle facilite l’utilisation de nos doigts pour compter. 

Nous y utilisons donc dix chiffres (de 0 à 9), pour les dix premiers nombres (zéro, un, deux …). 

Histoire : Le dessin de chaque chiffre arabe (de zéro à neuf, car base dix) a été choisi pour que chaque chiffre contienne autant d’angles que le nombre qu’il représente (…  faire  dessin). 

Histoire : les incas comptaient en base 12, les astronomes en base 60.

Nous utilisons encore beaucoup de systèmes de mesure non décimaux. 

Dans le temps (l’histoire) et  l’espace (la lune),  :

· les 12 mois par an résultent des cycles lunaires (30 jours par mois, 12 mois par an). 

· La base 60 est le ppcm des 12 (mois lunaires par an) et de 30 (jours par cycle lunaire), elle fut tellement appréciée des astronomes qu’elle nous a laissé des unités d’espace et de temps : angle de 360° pour le tour du cercle, qui mesure le temps de l’horloge avec 60 secondes par minute et 60 minutes par heure pour nos 24 heures par jour. 

La diffusion du savoir a amené la base de nos chiffres vers l’anthropocentrisme décimal de nos 10 doigts. 
Mais cette domination récente de nos monomaniaques réflexes décimaux nous aveugle. 

2-à quoi ça sert ?



les chiffres dans une base servent à dire et écrire tout nombre
Pour écrire un nombre, 
nous utilisons des CHIFFRES (= un symbole qui représente un nombre) et une BASE. 

propriété : tout nombre entier s’écrit dans toute base, même décimal ou imaginaire, 

propriété : tout nombre entier s’écrit 10 dans sa base (la base où la base est ce nombre).  
propriété : dans toute base le nombre de chiffres est le nombre de la base. Par exemple, il y a deux chiffres (0 et 1) en base 2, et dix chiffres (de 0 à 9) en base dix. 
La magie d’une base est avec un nombre fini de chiffres de pouvoir écrire tout nombre aussi grand soit il.

Ecrire un nombre dans une base, c’est standardiser son écriture décomposée en puissances de la base.

1/
tout nombre entier N   a  dans toute base B une écriture unique :   N=  anan-1…a3a2a1a0
Où cette écriture signifie que N = anBn + an-1Bn-1 + … + a3B3 + a2B2 + a1B1 + a0B0 
avec  0 =< ai < B

et avec   B0 = 1 (comme tout x0 = 1, voir l’opération puissance, déjà vue)
Exemple : en base 10 écrire N = 12345 signifie N = 1 + 2.101 + 3.102 + 4.103 + 5.104
propriétés : 

Remarquez bien que, dans toute base : 

· la base s’écrit 10 = 1(fois la base) + 0 (nombre moins que la base, s’écrit donc par un seul chiffre)

· la base est toujours le nombre de chiffres successifs à partir de 0 inclus retenus pour écrire tous les nombres dans N. 

exemple : en base deux (et pas 2 puisqu’en base deux le chiffre 2 n’existe pas)  

· 10 est l’écriture du nombre 1 + 1

· les seuls chiffres sont 0 et 1

De même en base dix le chiffre dix n’existe pas, le nombre dix s’y écrit avec deux chiffres, dix = 10
Ces évidences pourtant très simples et élémentaires sont difficiles à mettre en mots et à écrire car :

·  nous sommes trop habitués à nommer les nombres en base 10 et nous n’avons pas de nom pour dire ou écrire les nombres sans base ni chiffres (sauf à les écrire d’autant de petits bâtons)

2/
Tout nombre fraction s’écrit dans une base B par N/D avec N et D entiers. 

exercice : écrivez en base douze  la fraction qui s’écrit en base dix : 123/456, 

                            dans la base douze utilisez le signe a pour le chiffre dix et le signe b pour le chiffre onze

solution : 
123 = dix.douze + dix 




Ce nombre s’écrit donc  aa en base douze



456 = 432 + 24 =  4.douze2 + 2.douze  

Ce nombre s’écrit donc 420 en base douze




Donc  le nombre qui en base dix s’écrit 123/456 s’écrit en base 12 : aa/420 

3/
Tout nombre réel s’écrit dans une base B avec ses « b »écimales (en base dix ses décimales), 

Ecrire tout nombre réel r dans une base B c’est l’approcher à sa nième bécimale telle que : 

r = anBn + an-1Bn-1 + … + a3B3 + a2B2 + a1B1 + a0B0 + b1B-1 + b2B-2 +…+bn-1B-(n-1) + bnB-n
s’écrit en base B :  r = anan-1 … a3a2a1a0,b1b2…bn-1bn
exercice : écrivez 123,456 en base 12, avec les signes a pour le chiffre dix et b pour le chiffre onze

solution : le nombre qui en base dix s’écrit « 123 = 10.121 + 3 » s’écrit « a3 » en base douze

mais le nombre écrit 0,456 en base 10 


= 4/10 + 5/100 + 6/1000 
en base 12 s’écrit  0,xyz   (où x,y et z < 12)

= x/douze + y/douze2 + z/douze3
par facilité d’écriture faisons ce calcul en base 10 : (456/1000).123 = 122x + 12y +z 

Donc 12.144.456 = 787 968 = 144 000 x + 12 000 y + 1 000 z = 5.144 000 + 67 968 donc a3,5….

Et 67 968 = 5.12000 + 7 968 donc a3,55… et z = 8 mais pas tout à fait, un peu moins (on a 7 968 et pas  8 000)  car 10/12 s’écrit avec une infinité de bécimale.

 D’où : x = 123,456 en base 10 s’écrit en base 12   x =  a3,558 (le 8 est arrondi) 
4/
Tout nombre complexe s’écrit dans une base B z = x + iy avec x et y réels et i tel que i2= -1

tautologie : parler de la base 10 ne dit pas de quelle base il s’agit (c'est-à-dire du nombre de chiffres successifs à partir de zéro inclus) puique par définition dans sa base tout nombre s’écrit 10 (= 1 fois la base + zéro = la base !).  

En base deux le nombre deux s’écrit 10, en base trois le nombre trois s’écrit 10, en base dix le nombre dix s’écrit 10, en base douze le nombre douze s’écrit 10, en base cent le nombre cent s’écrit 10    …

La base dix (le nombre dix, nombre d’éléments de l’ensemble {IIIIIIIIII}) n’est pas la base 10 (pas les deux chiffres 1 puis 0). 

propriété : dans toute base il y a toujours autant de chiffres que le nombre de la base. 

C'est-à-dire le nombre des symboles utilisés pour écrire les premiers nombres à partir de zéro inclus est le nombre de la base, qui s’y écrit toujours 10. 

exemples :  la base dix a dix chiffres, de 0 à 9. La base deux a deux chiffres, 0 et 1.

propriété : dans toute base tous les nombres strictement inférieurs à la base s’écrivent avec un chiffre. 

propriété : dans toute base tout nombre égal ou supérieur à la base s’écrit avec plusieurs chiffres. 

exemple : 
Deux s’écrit 2 en base dix ou douze, mais s’écrit 10 en base deux. 

Nous n’avons même pas un nom pour nommer (écrire et dire) différemment le nombre dix et la base 10. 
Il y a confusion entre dix = IIIIIIIIIIII et dix = 10 = 1(fois la base) + 0 (nombre moins que la base) 
Bref, à part des nombres très particuliers (, e, …) les seuls noms que nous avons pour dire des nombres indépendamment de leur base sont ceux de nos dix premiers chiffres qui eux nomment bien le même nombre dans toute base. 

Notre amalgame culturel entre nombre et chiffres décimaux est si puissant que nous n’avons même pas un nom pour dire les nombres (10, 11 ou 12 …) supérieurs à nos chiffres décimaux sans utiliser la base dix !

Or je suis chasseur d’amalgames. 
Donc pour sortir de cet amalgame culturel entre nombres et chiffres, séparons dix (le nombre) et 10 :

· appelons dix le nombre (= IIIIIIIIII) et baba la chose 10 (= 1 fois la base + 0 plus petit que la base).

· les sons « baba », « onze », « douze », treize » sont dans n’importe quelle base les nombres qui s’y écrivent 10, 11, 12, 13 , c'est-à-dire représentent des nombres différents quand la base change. 
· nommons en base treize les trois nombres juste après neuf et inventons leurs trois dessins pour leurs trois chiffres : neuf = 9 = huit+I ; dix =   = huit+II;  rigel =  = huit+III;
 bétel =  = huit+IIII.   
Alors : 

· en base deux le nombre deux s’écrit 10 et se lit baba, comme en base douze il s’écrit 2 et se lit deux.

· en base dix : le nombre dix s’écrit 10 dit baba, rigel s’écrit 11 dit onze, et bétel s’écrit 12 dit douze

· en base deux : le nombre deux s’écrit 10 et se lit baba. 

· en base douze : le nombre dix s’écrit  dit dix,  rigel s’écrit  dit rigel, bétel s’écrit 10 dit baba
Ce premier chapitre a donc pour finalité de faire sentir que les nombres sont aussi indépendants des chiffres qui servent à les écrire que l’eau est indépendante des langues qui la nomment (eau, water, ob, agua, …). 

	Nombre en base 10
	symbole
	Nombre en toute base
	le nom en toute base
est       … pourrait être :

	dix
	10
	Le nombre 
représenté par le symbole
change 

quand la base change.

Par exemple : 
dans toute base B > 4
le symbole 10000
est toujours le nombre B4
tels 74 si base 7 (B=7)

mais 24 si en base 2 (B=2)
	                        ba

	Déci
	0,1
	
	                        béci

	Mille
	1000
	
	kilo

	milli
	0,001
	
	                        killi 

	Cent
	100
	
	                        baba

	Centi
	0,01
	
	                        bibi

	Million
	1 000 000
	
	méga

	Millionième
	0,000001
	
	micro

	Milliard
	1 000 000 000
	
	giga

	milliardième
	0,000000001
	
	                         gigi

	Mille milliards
	1 000 000 000 000
	
	téra


Aujourd’hui il paraitrait vraiment ridicule celui qui 
· ne connaitrait que sa seule langue maternelle, fut-elle l’anglais, 
· ignorerait tout des toutes les autres langues vivantes ou mortes 
· … et se dirait linguiste !

Autant en maths se cloisonner à sa seule langue maternelle, fut-elle le système décimal, et ignorer la réalité de toutes les autres langues et systèmes pour décrire nombres et chiffres … c’est rester aveugle ! 
Nos chiffres sont un choix culturel lié à notre langue du jour, ils sont nos outils et symboles retenus pour écrire les nombres.

Aujourd’hui  nous utilisons les chiffres en base 10.
Demain nous utiliserons la base douze. 

Elle facilitera nos calculs « de tête » car sa densité en chiffres diviseurs de la base (= 1/3 car 2,3,4,6 = 4 diviseurs dans 12 chiffres) est bien meilleure qu’en base 10 (= 1/5 car 2,5 = 2 diviseurs dans 10 chiffres).

La base douze sera donc un jour aussi évidente, courante, normale et banale qu’aujourd’hui la base 10.

L’histoire des civilisations a déjà connu bien d’autres bases que 10. 

3-comment ça marche ?  










entrainez-vous !
Exercice : Prenez les nombres qui s’écrivent 1753 et 1763 en base 10, écrivez les en base douze en utilisant pour la base douze les 12 chiffres (symboles) 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,a (=9+1),b (=9+2).
Solution : en base 10, 1753 = 1728 + 25 = 1.(123) + 0.122 + 2.121 + 1  
et 1763 = 1753 + 10 donc en base 12 le 1 final devient 1 + a = b et 1763 = 1.(123) + 0.122 + 2.121 + b
 Donc 

base 10 

base douze



12


10



11


b



10


a



122 = 144

100



123 = 1728

1000



1753


1021



1763


102b

Exercice : dans la base 10, décomposez le nombre écrit 1357 en puissances de 10

solution : 
en base 10 écrire x =  1357 c’est par définition écrire x = 1357 = 7 + 5.101  + 3.102 + 1.103   

exercice : dans une base B, décomposez le nombre écrit xyztu en puissances de B

solution : 
Par définition de cette écriture, xyztu = u + t.B + z.B2 + y.B3 + x.B4  
Histoire : Avant, beaucoup de civilisations ont utilisé beaucoup de méthodes pour l’écriture des nombres, avec des chiffres beaucoup plus compliqués (voir « chiffres romains »).

3/ les OPERATIONS … avec des chiffres dans une base
exercice : en base 10, calculez xyztu + abcd 

solution : 
xyztu + abcd 
= (x.104 + y.103 + z.102 + t.10 + u) + (a.103 + b.102 + c.10 + d)






= 104.x + 103.(y+a) 102.(z+b) + 10.(t+c) + (u+d) 

cas général  

propriété : Une fois que l’on écrit les nombres dans une base, tous les nombres s’y écrivent alors en chiffres de cette base, donc additionner deux grands nombres se fait en additionnant leurs chiffres.

(à chaque même puissance de la base on additionne les chiffres correspondants des deux nombres).

Exemple : en base B, calculez xyztu + abcd 

par définition x,y,z,t,u et a,b,c,d sont des chiffres de la base B, donc tous < B




xyztu + abcd
= (u+ t.B+ z.B2+ y.B3 + x.B4) + (d+ c.B+ b.B2 + a.B3)







= (u+d) + (t+c).B + (z+b).B2 + (y+a).B3 + x.B4
Conséquence : Il suffit donc de connaitre « par cœur » les (petites) additions entre les chiffres de cette base. C’est la « table des additions » dans cette base (B). 
Les retenues apparaissent dès que le résultat u+d (ou t+c ou z+b ou y+a ) est supérieur à B, s’écrit 1.B+n : il faudra ajouter cette retenue 1 à l’addition des chiffres de la puissance supérieure de B. 

4/
TABLES d’ADDITION
épistémologie : Le culte de la paresse est le moteur principal des mathématiques. 

origine : Puisque par définition de l’addition, toute addition x + y a un seul et toujours identique résultat (x+y), autant apprendre une fois pour toutes ce résultat pour toutes les additions entre les chiffres, puisque toutes les additions se limitent à une simple succession d’additions entre leurs chiffres.

Exercice 1 : fabriquez la table d’additions en base 10
 solution :
Posez vos chiffres (donc de 0 à 9) en ligne et en colonne 

et à chaque intersection ligne a  colonne b écrivez le résultat a + b (8 + 7 = 15) 

+
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9


0  |
0
1
2
3
4
5
6
7
8
9


1  |
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

2  |
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11

3  |
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12

4  |
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13

5  |
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14


6  |
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15

7  |
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16

8  |
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17

9  |
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
Lecture : 6 (N° ligne) + 7 (N° colonne) =  13 = 1.10(la base) + 3. 

Et 7 (N° ligne)  + 6 (N° colonne) = 13 aussi. 

remarque 1 : l’addition est commutative a+b = b+a, donc ce tableau est symétrique par rapport à la diagonale descendante. 

remarque 2 : l’addition est associative : a + (b + c) = (a + b) + c, donc (x + 1) + (y – 1) = x + y = (x + n) + (y – n), chaque diagonale montante contient donc le même nombre en résultat.
Commentaire : dans ce tableau, tous les résultats à 10 et davantage (ici jusqu’à 18) signifient que, dans une addition entre deux grands chiffres, ces deux chiffres additionnés sont supérieurs à la base donc leur résultat s’écrit avec le chiffre des unités (de 0 à 8 dans cette table des additions)  et une retenue de 1. 

Exemple : dans ce tableau 7+6 = 13,  donc dans une addition 7+6 = 3 avec retenue de 1
5/
TABLES de MULTIPLICATION
Exercice :
fabriquez la table de multiplication en base 10

solution : 
Posez vos chiffres (donc de 0 à 9) en ligne et en colonne 

et à chaque intersection ligne a  colonne b écrivez le résultat a.b en le calculant 
· à partir de sa définition, c'est-à-dire en faisant les additions qu’il représente par définition : 8.7 = 7+ 7+ 7+ 7+ 7+ 7+7 +7 = 56
· ou aussi 8.7 = 4.7 + 4.7 : il suffit de doubler la ligne des 4.7
· ou enfin, le plus simple, 8.7 = (7+1).7 = 7.7 + 1.7 :  
· à partir de toute ligne on obtient la suivante en ajoutant la première ligne. 
x
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

1  |
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

2  |
2
4
6
8
10
12
14
16
18
20

3  |
3
6
9
12
15
18
21
24
27
30

4  |
4
8
12
16
20
24
28
32
36
40

5  |
5
10
15
20
25
30
35
40
45
50


6  |
6
12
18
24
30
36
42
48
54
60

7  |
7
14
21
28
35
42
49
56
63
70

8  |
8
16
24
32
40
48
56
64
72
80

9  |
9
18
27
36
45
54
63
72
81
90

10|
10
20
30
40
50
60
70
80
90
100
Lecture : 6 (N° ligne) x 3 (N° colonne) = 18 = 1.10(la base) + 8. 

Et 3 (N° ligne)  x 6 (N° colonne) = 18 aussi. 

remarque : l’addition est commutative (a+b = b+a), donc, puisqu’elle n’est qu’une succession d’additions, la multiplication aussi (a.b = b.a). 
C’est pourquoi ce tableau est symétrique par rapport à la diagonale descendante. 
Exercice :
écrivez la table de multiplication en base sept 
solution : 
Donc la base où 7 (en base dix) = 10 (en base 7) c'est-à-dire = 1 fois la base + 0 

0
1
2
3
4
5
6
10

1  |
1
2
3
4
5
6
10

2  |
2   
4
6
11
13
15
20

3  |
3   
6  
12
15 
21 
24
30


4  |
4
11  15 
22
26
33
40 

5  |
5
13
21
26 
34
42
50

6  |
6
15
24
33
42 
51
60

10|
10
20
30
40
50
60 
100
Lecture : 6x3 = 24 (en base sept) = 2.7(la base) + 4 = le nombre qui en base dix s’écrit 18.

Cas général :

Vous pouvez ainsi écrire la table de multiplication pour toute base.

· Si la base est inférieure à dix, les premiers chiffres habituels suffisent.

· Si la base est supérieure à dix (exemple la base douze), il faut inventer un nouveau chiffre pour chaque nombre entre 9 et la nouvelle base. Ainsi en base douze, 10 devient l’écriture du  nombre 6+6, il faut un nouveau chiffre pour le nombre 5+5 (qui s’écrivait 10 en base dix), et un autre nouveau chiffre pour le nombre 5+6 (il s’écrivait 11 en base dix).  
partie II - l’ ANALYSE, le lien, les fonctions, la relation entre plusieurs éléments variables 

en physique = l’écriture des lois de la nature 

II-1/
 une FONCTION








y = f(x) 
1/
une FONCTION
Comme la multiplication est une succession d’additions, 

définition : une fonction est une succession d’opérations qui manipulent des variables (x,y,z,t …) et des  constantes (a,b,c,k..). 
Une fonction est le nom donné à toute séquence ou combinaison d’opérations qui calcule une valeur (dite à l’arrivée de la fonction) à partir de valeurs (dites au départ de la fonction) d’une ou plusieurs variables (x1, x2, x3, … xn) et constantes (a0, a1, a2, a3, … an). 

Ensuite, plus loin, plus tard, ces variables s’élargiront à être aussi d’autres fonctions !

La paresse  est toujours la base des maths : autant étudier une fois pour toutes toutes les propriétés de chaque fonction fréquente, ainsi quand on la rencontre on ne refait pas le travail car il est déjà fait, l’outil qu’est cette fonction est déjà connu, la machine outil est déjà rôdée et maitrisée. 

Donc les combinaisons d’opérations les plus simples et fréquentes sont nommées (fonctions linéaires, polynômiales, coniques, trigonométriques, statistiques …) et étudiées chacune afin que leurs propriétés soient déjà connues quand on les rencontre. 

Et comme une grande part du travail mathématique est de relier des variables, de décrire et écrire leurs liens, on rencontre souvent les fonctions les plus fréquentes. 

C’est pourquoi l’étude des fonctions est une part conséquente dans les b-a-ba des mathématiques. 

Pour faire plus et mieux avec moins, pour aller plus vite au résultat avec moins de travail, le culte de la paresse commence par un investissement. Ici l’investissement est d’abord le travail d’étude de toute fonction en 0général (partie II-1 : une FONCTION), avant l’application de ce résultat à l’étude des principales fonctions (partie II-2-3-4 : des FONCTIONS précises, une par une). 

Propriétés d’une fonction : 

L’étude des fonctions est facilitée en différenciant ces fonctions sur plusieurs critères :
· leur nombre de variables : 

· monovariable : y = f(x) , un départ et une arrivée, un point au départ et un point à l’arrivée,  

· multivariable : les fonctions vectorielles, yj = fj(x1, x2, …xi … xn-1, xn) avec j= de 1à m 

· la continuité :
· continue, il n’y a pas de rupture dans les valeurs de y, 

· discontinue, il y a des ruptures. exemple : la fonction y = 1/x n’est pas continue au point x = 0 puisqu’autour de cette valeur de x, f(x) = 1/x  passe de – ∞ à +  ∞   

concept : fonction continue 









 il n’ y pas de rupture !
définition : quand x s’approche de x0 où y = f(x0), alors y s’approche de y0
La continuité d’une fonction est par définition en un point, mais cette propriété peut être vraie sur tout un intervalle voire tout un domaine.
concept : intervalle


les valeurs possibles pour la variable (x, ou y …) vont d’où à où ?
définition : Ce concept est utilisé pour encadrer les valeurs possibles d’une variable.

Un intervalle peut être 
· fermé ou ouvert : 

· fermé , exemple x € [2, 9]  (  2 =< x =< 9,   autorise à x toutes les valeurs de 2 à 9 inclus 
· ouvert , exemple :  x € ]2, 9[   (  2 < x < 9,    exclut  les valeurs 2 et 9, 
· mixte , fermé et ouvert, exemple : x € ]2, 9]  est  ouvert à gauche et fermé à droite, 

· fini ou infini

·  fini , par exemple des intervalles finis sont :  x € [2, 9]  ou x € [2, 9[   ((  2 =< x < 9)   
· ou infini, exemple : x € [2, +  ∞[   ((  x >= 2)  ou, dans R, x € ]- ∞, +  ∞[   (   x € R,    
concept : domaine de définition d’une fonction 
 ça marche où ?  y se calcule comme ça pour quelles valeurs de x ?
définition : c’est l’ensemble des valeurs de x où y est défini.

Exemple dans R le domaine de définition de y = (x + 3) / (x + 7) est « tout sauf x = - 7 » 

et s’écrit D = {]- ∞, - 7[   ∪   ]-  7, +  ∞[}
A -
les fonctions monovariables (un départ : x) et univoque (une arrivée : y) :  y = f(x)
2/ DIVERSITE des fonctions
Programme :

· les propriétés d’une fonction : continue, dérivable, tangentes,  asymptotes, racines. 

· les transformations d’une fonction : dérivées, primitives,  intégrales, 

· la représentation graphique d’une fonction. 

les repères, axes, position d’un point, coordonnées d’un point et d’un vecteur
 
le repère orthonormé, les vecteurs unitaires i, j, k (avec flèche dessus !)

dans le plan = Ox et Oy avec x = abscisse et y = ordonnée, 

ou dans l’espace Ox, Oy et Oz avec z = ? verticale

les graphes, le graphe d’une fonction


· l’étude d’une fonction, le tableau de variations d’une fonction 
· fonction croissante, décroissante, 
· graphe, tangente, pente, équation d’une droite, 
· intersections d’une fonction avec l’axe des Oy (y = 0) = les racines de l’ équation f(x) = 0
· différences (x = delta x, fonction de t), 
· différentielles (dx = limite de x quand dt tend vers 0), 
· dérivées, 
· équations différentielles : depuis y’ = f(x) , jusqu’à f(y’) = 0  pour en extraire y = f(x) .
Une équation différentielle est l’écriture d’une contrainte sur la dérivée d’une fonction, qui du coup permet d’en extraire la fonction elle–même (mais sans son origine, puisque l’origine ne change pas la dérivée). 

· intégrales,

· les suites et les séries, 
· les développements limités, d’une fonction autour d’un point,

exercice 1/
faire le tableau de variation de y(x) = 4x3 – 4x , puis dessinez la courbe dans le repère xOy 
Définition : 

Une fonction est y = f(x) où x (le départ, x € E1) et y (l’arrivée, y € E2) sont éléments de deux ensembles qui peuvent être  le même (E1 = E2) ou différents (E1 =pas E2). 

définition : un polynôme de degré n est une fonction    Pn(x) = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + … + anxn 
3/ les équations
définition : résoudre une équation f(x) = 0, c’est trouver l’ensemble de tous les x tels que  f(x) = 0

vocabulaire : ces x tels que f(x) = 0 sont nommés racines (ou solutions) de  l’équation f(x) = 0

syntaxe : les n racines d’une équation  sont souvent notées xi avec i = 1 à n
Les équations polynômiales sont celles de type Pn(x) = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + … + anxn   = 0 
propriété : tout produit (en quantité finie) de nombres qui contient un facteur nul est nul.

principe : tout produit (en quantité finie) de nombres non nuls est non nul.

conséquence : si un produit de nombres est nul alors au moins un de ses facteurs est nul 

autrement dit : abcd… = 0 ( a = 0, ou b = 0, ou c = 0, … 

démonstration ici raisonnement par l’absurde : car si aucun facteur n’était nul, le produit serait non nul ! 

application : a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + … + anxn   = 0 se résoud en factorisant le polynôme, qui devient an(x-x1)(x-x2) (x-x3) … (x-xn) où x1, x2, … xn-1, xn sont les n racines de l’équation Pn(x) = 0

épistémologie : le raisonnement par l’absurde est une démonstration extrêmement puissante, qui réfute une propriété en démontrant qu’elle entrainerait une conséquence qui est déjà connue fausse (= absurde). 

propriété : cette factorisation est unique, car comme les racines annulent le polynôme elles se retrouvent toutes dans toute factorisation
exemple1 : résoudre x2 – 1 = 0 (voir identités remarquables (x – 1) ( x+ 1) = 0, les racines sont x1 = 1 et x2 = - 1, qui s’écrit aussi (() x = 1 ou x = - 1. 

exemple2 : résoudre x2 + 1 = 0 (voir identités remarquables (x – i) ( x + i) = 0, les racines sont x1 = i et x2 = - i

exemple 3 : résoudre x2 - 4x + 3 = 0, x1 = 1 est « racine évidente » car on « voit » que 1 – 4 + 3 = 0, or le produit P des racines est 3 puisque (x – x1)(x – x2) = x2 – Sx + P où S = x1 + x2 et P = x1 x2, donc la deuxième racine est x2 = 3 et x2 - 4x + 3 = (x – 1) ( x – 3) 
 
exercice : résoudre x2 – 1 = 0, c'est-à-dire donner toutes les valeurs de x pour lesquelles y(x) = x2 – 1 = 0
solution : (voir pages précédentes dans : nombres / opérations / identités remarquables)
x2 – 1 = 0 ( (x-1)(x+1) = 0 ( x – 1 = 0 ou x + 1 = 0 ( x = 1 ou x = - 1
solution exercice : dans les réels (R), fabriquez la formule de résolution de y = ax2 + bx + c = 0

solution : 

Introduction : x2 = - 4 n’a pas de solution dans les réels (R) 

x2 = 4 a deux solutions : x = + 2 ou  x = – 2, car (voir les identités remarquables) x2 – 4 = (x+2) (x-2)

or ab = 0 a toujours pour uniques solutions a=0 ou b=0

calcul : y = ax2 + bx + c = 0 ( y = a[x2 +(b/a)x + c/a] = 0 ( x2 +(b/a)x + c/a    = 0

or résoudre x2 +(b/a)x + c/a  = 0  est simple en le transformant en X2 – A2 = 0 (pour X = +A ou X = -A)

et x2 + (b/a)x est le début du carré parfait x2 + (b/a)x + b2/4a2  =  (x + b/2a)2  
donc
 
x2 +(b/a)x 


= (x + b/2a)2  -  b2/4a2    

donc 

 x2 +(b/a)x + c/a  

= (x + b/2a)2  -  b2/4a2    +  c/a 

donc 

x2 +(b/a)x + c/a  = 0  
( (x + b/2a)2  - (b2 – 4ac)/4a2    = 0
poser X = x+b/2a et A = [(b2-4ac) ] /2a

 fait apparaitre X2 – A2 = 0 (but depuis le début)

On pose = b2-4ac ; donc  existe (=  A est réel)  nécessite  >0 :  =  b2-4ac > 0
D’où la formule : les racines de ax2 + bx + c = 0 sont  x+b/2a   |+ou-|  /2a 
donc x = -b/2a |+ou-|  /2a 

donc x = (-b |+ou-|  )/2a c'est-à-dire : x1 = (- b + ) /2a
et 
x2 = (- b - ) /2a
approfondissement :    résoudre une équation, polynômiale : a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + … + anxn  = 0
3/ les DERIVEES
Utilité : … à rédiger …

exercice :
calculer en x = 2 à partir de la définition (sans formule) la dérivée de y(x) = 4 
élargissement :  à partir de la définition, calculez la fonction dérivée d’une fonction constante y(x) = k 

exercice :
calculer en x = 2 à partir de la définition (sans formule) la dérivée de y(x) = 4x3 

solution : 

y’(x) = limite de

y(x + d) – y(x) = lim 4(x + d)3 – 4x3
= lim 4(x3 + 3x2d + 3xd2 + d3) – 4x3

quand d  0

d


d





d

donc y’(x) = lim 12x2 + d(12x + 4d2) = 12 x2


quand d  0

vérification : la dérivée de xn est nxn-1 (vous pouvez aussi le recalculer) donc y’(x) = 4.3x2 = 12x2 : OK

exercice :
à partir de la définition, calculez la fonction dérivée d’une fonction constante y = k 
solution : 

pour tout point M(x,y) de la fonction y(x) = k, où k est une constante, par définition la dérivée est :
y’(x) = limite de
      y(x + d) – y(x) = limite de      k – k
= lim 0 = 0 ; càd si y(x) = k alors y’ = 0

quand d0
        d

    quand d0      d

d

exercice 4/
à partir de la définition (sans formule), calculez la dérivée de y(x) = (2x + 1)/(x – 2) pour x=1
a/
calculez y(1)

b/
calculez y(1 + h)

c/
calculez y(1 + h) – y(1)
                                   h

d/
calculez la limite de c/ quand h0 : c'est y’(1) à partir de la définition d’une dérivée, 
e/
vérifiez votre résultat pour y’(1) en utilisant la formule (u/v)’ = (u’v – v’u)/v2 

(vous pouvez recalculer cette  formule, c’est l’exercice suivant)  avec ici   
u(x) =
ax+b  = 2x + 1 













v(x) 

cx+d
    x – 2

solution : 

a/
calculons y(1) : y(1) = 2.1 + 1 = - 3
1 - 2

b/
calculons y(1 + h)  = 
2(1+h) + 1 = 3 + 2h
(1+h) – 2
  - 1 + h

c/
calculons y(1 + h) – y(1) =  1 .  {  3 + 2h – (- 3)  } = 
1 .  {3 + 2h - 3 + 3h) = 1 .  5h
= 5
h
     h        - 1 + h


h
- 1 + h

h    -1 + h
  -1+h

d/
calculons y’(1) par la définition d’une dérivée, c’est la limite de c/ quand h0 donc y’(1) = -5
vérification : à partir des formules (exercice suivant), (u/v)’ = (u’v –v’u)/ v2
avec u = 2x + 1 donc u’ = 2 et v = x - 2 donc v’ = 1










alors y’ = (u/v)’ = 
u’v – v’u =  2.(x-2) – 1.(2x+1)  = 
2x- 4 – 2x – 1  = - 5 









    v2                          (x – 2)2


(x – 2)2

(x – 2)2
et y’(1) = - 5/1 = - 5  OK

exercice :
à partir de la définition de la dérivée, calculez (au + bv)’ ; (uv)’ ;  (1/v)’ ; (u/v)’ ;   (fog)’
où a et b sont des constantes, et où u = u(x) et v = v(x) sont des fonctions de x  à dérivées u’ et v’

solution : 

par définition de la dérivée, y’(x) = limite de
   y(x + d) – y(x)











         quand d  0        d


donc  en première approximation quand d0 : y(x+d) – y(x) = y’d ( y(x+d) = y(x) + y’d
ce qui s’écrit aussi y = y’x, ou dy = y’dx , en nommant dx la quantité x quand x tend vers 0 
1/ (au+bv)’ = limite de au(x+d) + bv(x+d) – au(x) –bv(x) = lim         a [u(x+d) – u(x)]  + b [(v(x+d) –v(x)]    


  quand d  0


d


quand d  0


d

= a lim  [u(x+d) – u(x)] + b limite de [(v(x+d) –v(x)]  = au’ + bv’  donc (au+bv)’ = au’ + bv’
    quand d0    d

     quand d0
    d




2/ (uv)’ = limite de u(x+d).v(x+d) – u(x).v(x)  avec en 1ière approxi : u(x+d) = u + u’d et v(x+d) = v + v’d 



quand d  0

d

donc (uv)’ = limite de (u+u’d)(v+v’d) – uv = lim uv + (u’v+v’u)d + u’v’(d)2 – uv = lim (u’v+v’u + u’v’d)






d





d

or  u’ et v’ sont finis,  donc d.u’v’ 0 quand d0  ,  donc (uv)’ = u’v + v’u
3/ (1/v)’ = limite de 1/(v(x+d) – 1/v(x) = limite de (v(x) – v(x+d) = - v’/v2 ; càd : (1/v)’ = - v’/v2   

        d0  
                 d 
        d0         v(x+d).v(x).d
4/ (u/v)’ : la dérivée de uv = (uv)’ = u’v + v’u 

donc avec w = 1/v la dérivée de uw = (uw)’ = (u/v)’ 

or (1/v)’ =  w’ = -v’/v2 donc  (u/v)’ = u’/v –v’u/v2 = (u’v –v’u)/ v2 ; càd : (u/v)’ = (u’v –v’u)/ v2
5/
(fog)’ = lim [fog(x+d) – fog(x) ] où par définition et convention d’écriture,   fog(x) = f(g)


quand d  0
d

or en première approximation fog(x+d) = fo[g(x) + g’d] = f(g+g) = f(g) + f’g = fog(x) + f’g’d

donc
(fog)’ = f’g’


4/
les  PRIMITIVES
	nom
	validité
	dérivée   f’
	FONCTION   f 
	Primitive  F
	Inverse f-1

	
	
	2x 
	  x2
	x3/3
	

	monôme 
	n ni zéro ni -1
	nxn-1
	  xn
	xn+1/n+1
	

	hyperbole
	
	-1/x2
	1/x 
	Ln(x)
	

	exponentielle
	
	ex
	ex
	ex
	

	
	
	
	1/(1 + x2 )
	Arc tg (x)
	

	sinus
	 
	Cos(x) 
	Sin(x)
	-Cos(x)
	

	cosinus
	
	-Sin(x) 
	Cos(x)
	Sin(x)
	

	
	
	
	Tang(x)
	1 + Tg2(x) = 1/Cos2(x)
	

	
	
	
	1/(1+x2)
	Arctang(x)
	

	
	
	
	1/ (1-x2)
	Arcsin(x)
	


	
	
	
	1/ (1+x2)
	Argsh(x)
	

	
	
	
	1/ (x2-1)
	Argch(x) ou argsh(x) 
	

	
	
	
	1/(1-x2)
	Argth(x) 
	

	arctangente
	
	
	Arc tg (x)
	
	Tg(x)

	
	
	g’(x). f’[g(x)] 
	fog = f[g(x)]
	
	


5/ les TANGENTES 
définitions : la tangente est la droite à laquelle, en première approximation, s’assimilent les variations de y (notées y) par rapport à celles de x (notées x) autour d’une valeur x0. 
· quand x0 et y0 existent et sont finis, cette droite s’appelle la tangente en M0(x0,y0),

 les x et y sont alors petits, ils s’écrivent dx et dy (dx = petit x) 
C’est la droite à laquelle la courbe y(x) s’identifie quand x devient infiniment petit (x 0). 
propriété : toute droite est sa propre tangente en chacun de ses points.

cas particulier : quand x0 ou y0 est ∞, au moins un x ou y reste grand, cette droite s’appelle alors   l’asymptote.

Quand un point d’une courbe est à l’infini, l’asymptote est la tangente à la courbe en ce point. 
C'est-à-dire que le point de contact de la tangente avec la courbe est autorisé (tangente en M0 fini) ou interdit (asymptote au point cible M0 à l’infini, avec un x0 ou y0 fini, ou bien les deux x0 et y0 infinis).

Ce point particulier où la courbe passe par l’infini est alors nommé un point à l’infini de la courbe. 
Le nombre de points à l’infini d’une courbe peut être

·  aucun point à l’infini : tout cercle, ellipse, triangle, carré, … 

· un point à l’infini : toute droite, 
· deux points à l’infini : toute hyperbole, 
· plusieurs 
· et même une infinité : toute fonction trigonométrique dite … tangente ! 
· si c’est x0 qui est infini avec y0 fini, alors l’asymptote est la droite (horizontale) d’équation y = y0 
· si c’est y0 qui est infini avec x0 fini, alors l’asymptote est la droite (verticale) d’équation x = x0 

· si x0 et y0 sont tous deux infinis alors l’asymptote est à l’infini. 
C’est la droite à laquelle la courbe y(x) s’identifie quand x ou y tend vers une valeur x0 ou y0 qui lui est interdite car il y devient infiniment grand (x0 ou y0 =  ∞). 
Dans les deux cas, tangente en un point fini ou infini (asymptote) :
· la dérivée est la pente de cette fameuse droite à laquelle on identifie la courbe.
· cette droite (tangente ou asymptote) est l’approximation qui simplifie la courbe  
· l’écart entre la droite et la courbe tend vers zéro quand elles se rapprochent du point cible.

 6/
étude d’une fonction, y = f(x)
1/
pourquoi = à cause de quoi ? 

Parce que dans 99% des calculs où intervient une fonction numérique y = f(x), déjà connaitre son signe ( ? positive, nulle ou négative) suffit sans autre besoin de calculer sa valeur numérique exacte.  

2/
pour-quoi = pour obtenir quoi ? 

Pour obtenir le signe de y selon les valeurs de x = en déroulant TOUTES les valeurs possibles pour x, c'est-à-dire tout le domaine de définition de x pour cette fonction. 

3/
comment ?

Le secret de l’étude d’une fonction, la grande astuce du super paresseux qui veut un minimum de calculs pour un maximum de résultats (ici le signe de y pour TOUTES les valeurs de x !) , est que toute fonction continue dérivable et à dérivée continue (ce qui inclut tous les polynômes, hyperboles, sinus cosinus tangentes, logarithmes, exponentielles, etc …) ne peut changer de sens (augmenter = monter,  diminuer = descendre) qu’en traversant l’horizontale … où sa dérivée s’annule !

Il suffit donc d’étudier les signes de sa dérivée (y’ positive, nulle ou négative) pour connaitre les montées (y’>0) ou descentes (y’<0) de la fonction [y = f(x)]. 

Or, si cette dérivée est elle aussi continue, elle doit aussi traverser la valeur 0 pour changer de signe, autrement dit, y’ ne change pas de signe (signe connu en calculant y’ n’importe où) dans tout intervalle sans xi (ces xi tels que y’ = 0). 
Autrement, dans chaque intervalle [xi, xi+1]  où les xi sont les racines de y’ = 0,  la fonction y est monotone (croissante ou décroissante, mais pas constante car par définition y’≠ 0 en dehors des xi). 

En plus, f(x) est maximum ou minimum là où sa dérivée s’annule (= les xi) et change de signe (= traverse 0). 
Calculer ces valeurs f(xi) fournit donc les valeurs extrêmes (locales) de la fonction y = f(x). 

Dans les autres point xi où la dérivée s’annule sans changer de signe, f(x) est stationnaire (= un palier). 

D’où le fameux tableau des variations d’une fonction, avec x, y’ et y

·  x en première colonne, dont les valeurs remarquables (les xi et les valeurs interdites) définissent les intervalles où la fonction est monotone, croissante (si y’>0) ou décroissante (si y’<0) : 

· x=0, donc y = f(0), simple point pour information, 

· les valeurs interdites à x (exemple : futures asymptotes pour les fonctions hyperboliques), 

· x = xi : tous les x tels que y’(xi) =0.

· y’ en deuxième colonne, 

· elle s’annule (y’ = 0) aux x = xi car par définition ces xi ont été définis tels que y’(xi) = 0.  

· avec ses signes (>0, = 0  ou <0) qui ne changent pas entre ces xi (car y’ est continue) 

·  y en troisième colonne, 

· avec ses valeurs remarquables, dont à chaque xi car f(x) y est minimum ou maximum local

· son sens de variation = par le signe de y’, f(x) est croissante si y’ >0, et décroit si y’ <0.

· La position des racines de f(x) = 0 apparaissent donc via ces variations par intervalle : 

· Tant que y’ > 0,  y monte donc traverse le zéro (une fois car continue) si et seulement si ses extrêmes [= f(x) en début et fin de l’intervalle] changent de signe, 
· Tant que y’ < 0,  y descend donc traverse le zéro (une fois car continue) si et seulement si ses extrêmes [= f(x) en début et fin de l’intervalle] changent de signe. 
exercice :





faire le tableau de variation de y(x) = 4x3 – 4x 
solution : y’ = 4. 3x2 – 4  = 12 x2 – 4 

donc y’ = 0 pour x = +- (1/3)     

et
 y’ >0 (  12x2 > 4  (   x2 > 4/12    (   |x| > (1/3)     (  |x| > (3)/3   

d’où 
y (- (1/3) ) est un maximum  local et y (+ (1/3) ) est un minimum  local

avec y (- (1/3) ) = - 4.1/3.(1/3) + 4.(1/3) = - 4/3.(1/3) + 12/3.(1/3) = 8/3.(1/3) = 8.(3)/3

Donc

Variations de x |
-    


-(1/3)     


0


+ (1/3)     

+       

_____________|___________ maximum local ______________________ minimum local ___________ 

Signes de      y’ |

+


0

-


-

0

+

_____________|_______________________________________________________________________ 

Variations de y |
-    


8.(3)/3


0


- 8.(3)/3


+       
Ces informations permettent de dessiner la courbe dans xOy (mais ceci dépasse mes compétences Word)

II-2/
 les fonctions CONTINUES, une par une
programme : 

Dans l’ensemble des nombres (N, Z, Q, R, C), voici quelques exemples de fonctions y = f(x) :  

· les monômes anxn, l’élévation à une puissance y = a0x0 ou a1x ou a2x2 ou a3x3 ou anxn …), 

· les fonctions polynômiales du « n »ième degré :  
· le polynôme de degré 1, la fonction linéaire : y = ax + b  , 

· les polynômes de degré n, y = Pn(x) = anxn + an-1 xn-1 + … + a2x2 + a1x + a0
· le logarithme, décimal [y = log10(x) avec log10(10) = 1 ], ou autre (népérien avec loge(e) = 1 …
· la fonction exponentielle, y = aex 
· les fonctions trigonométriques sinus, cosinus, tangente, cotangente, y = Sin(x) ou y = Cos(x) ou y = Tang(x)  ou y = Cotang(x) , avec les angles (360°) et le cercle trigonométrique
· les fonctions coniques, fabriquées par un plan qui coupe un cône : cercle ou 
ellipse y tel que ax2 + by2 = k ; parabole y = ax2 + bx + c ; hyperbole y = (ax + b) / (cx + d) ; 

· les fonctions combinatoires, avec permutations, arrangements, combinaisons, 
· les fonctions de probabilités, 

· les fonctions statistiques, 

· les fonctions vectorielles, les fonctions matricielles, les fonctions affines, …. 
· … et beaucoup d’autres … 

· et les équations,  à une inconnue f(x) = 0, équations linéaires, polynomiales, diférentielles, … 
II-3/
les fonctions DISCONTINUES

programme : 

- les suites, un = f(un-1), exemple1 : un = un-1 + 1 (cas général un = aun-1 + b), avec u0 = 6

exemple2 : un = un-1 / 2, (cas général un = kun-1), avec u0 = 3 

exemple3  l = limite de un quand n tend vers l’infini

- les séries, avec un = f(un-1 …) : à partir de u0 = k = une valeur fixée (constante), Sp =  un de n=0 à p








S = limite de Sn quand n tend vers l’infini

exemple1 : un = kxn (autre cas général un = 1/xn )
exemple2 : un = un-1 + b (cas général un = aun-1+b), à partir de u0 


les séries convergentes, divergentes : exemple3 : un = 1/n  
II-4/
les fonctions ALEATOIRES

programme

- fonctions statistiques / populations / fréquences / histogrammes / tendance centrale (moyenne, mode, médiane) / dispersion (variance, écart-type) / indice de corrélation (test du 2 …) 
- probabilités, P(A), P(AetB), P(aouB), P(AsachantB), fonctions probabilistes, courbe (en cloche) de Gauss (loi des grands nombres), Bernouilli, 
partie III -  l’ ESPACE matériel, visible et palpable, puis élargi au temps (l’espace temps) et plus, 

en physique = reconnaissance des formes,  distance, position, vitesse  

III-1/

 la GEOMETRIE

programme : 
1/
les ensembles de points : longueur, surfaces, volumes

2/
les formes : leur nature (quoi = quelle forme ?) et leur mesure (combien = combien d’unités ?)

Une dimension : les lignes : droite, angle, courbe, cercle …  

Deux dimensions : les surfaces : triangle, carré, rectangle, polygone, trapèze, polyèdre …
Trois dimensions : dans l’espace (les formes volumes) : cube, sphère …  

la mesure des formes : longueur, surface, volume 

3/
propriétés : 

cercle : diamètre = 2R, périmètre = 2R, surface = R2, 

sphère : diamètre = 2R, surface = 4R2, volume = 4/3 R3, 

 parallèles d’Euclide, théorème de Pythagore, de Thalès … 
4/
autres géométries : 

géométrie analytique (par les formules), 

géométrie descriptive (par le dessin des projections),

géométries non euclidiennes … 

x/
les trois dimensions de l’espace géométrique, les degrés de liberté

1/
Une ligne a une dimension car ses points y ont un seul degré de liberté : leur position peut y être connue par une seule valeur, telle la position d’un train sur son trajet. 

Elle peut être droite ou courbe, dans le plan ou dans l’espace à trois dimensions Oxyz (R3). 

2/
Une surface est un espace a deux dimensions car ses points y ont deux degrés de liberté : une  position, la position d’un point,  a besoin de deux valeurs pour y être connue, tels le clou d’un tableau sur un mur, ou un tracteur sur un champ. 

Elle peut être droite ou courbe, dans le plan ou dans l’espace à trois dimensions. 
3/
Un volume a trois dimensions car ses points y ont trois degrés de liberté : la position d’un point a besoin de trois valeurs pour y être précisée, telle la position spatiale d’une goutte d’eau dans l’océan. 

Il est toujours dans l’espace Oxyz (R3).

Lignes, surfaces et volumes sont des ensembles de positions spatiales dans l’espace géométrique M(x,y,z). 

x/
le théorème de Pythagore




partie IV -
les ELARGISSEMENT sans nombre 

en physique =les univers immatériels, psychiques,  conceptuels

IV-1/
 la théorie des ENSEMBLES

programme : théorie des groupes, monoïdes, anneaux, corps,  espaces vectoriels, treillis, algèbre de Boole, de Lie, homomorphismes, qui élargissent les ensembles de nombres à des ensembles d’autres éléments (pas seulement un ou plusieurs nombres) avec leurs fonctions (mesure …) et opérations (pas seulement sur des nombres) aux propriétés identiques (commutativité, associativité, injectif, bijectif, surjectif, ..) ou comparables ou différentes. 
Propriétés des opérateurs et opérations dans les ensembles
IV-2/
les ESPACES VECTORIELS

x/
les espaces vectoriels

· espaces vectoriels, élargissement du concept de nombres (1 dimension, 1 degré de liberté) 

· aux concepts d’espaces (n dimensions, n degrés de liberté) 
· dans d’autres ensembles que les nombres : groupes, monoïdes, anneaux, corps, 
· avec leurs lois de composition, 
· leurs propriétés (axiomes) : associativité, commutativité, distributivité, élément neutre … 
· leurs sous-structures : sous-groupes, sous-anneaux
· leurs distances : normes, espaces normés

· applications vectorielles, fonctions vectorielles, transformations vectorielles

· fonctions multivariables (n variables xi de départ) et multivoques (p arrivées yj), 

· n équations à p inconnues, 

définition type wikipedia : 
Une algèbre est un ensemble muni d'une structure algébrique, dont on donnera une définition précise.
Parmi les algèbres, on retrouve les groupes, les monoïdes, les modules sur un anneau donné (en particulier les espaces vectoriels sur un corps donné), les treillis et les algèbres de Boole.
x/
les matrices

· n équations linéaires à p inconnues, les matrices, 

· Matrices, espace dual, opérateurs
· calculs matriciels : addition, multiplication (non commutative !), déterminants, inversions, non communtativité de la multiplication matricielle, 
x/
les déterminants

3/
le calcul matriciel, les déterminants, 

IV-2/

la LOGIQUE
programme : 

exemple (syllogisme)  : tout ce qui est rare est cher, 







or un cheval borgne est rare, 








donc un cheval borgne est cher !

exemple : 

deux routes : 

l’une mène à l’enfer, l’autre au paradis, 

deux frères : 

l’un ment toujours, l’autre dit toujours la vérité, etvous ne savez pas lequel, 

par une seule question, vers un seul des deux frères : 


trouvez la route du paradis !

Partie V -
COMPLEMENTS divers 

V-1/
hors programmes SCOLAIRES 
1/
les chiffres romains

Histoire : Les chiffres romains étaient I, V, X, L, C, D, M. Ils écrivaient : 
· I, II, III (jusque là ça va) 

· V pour IIIII d’où IV pour IIII (= V moins I, le I avant signifie «en moins »)  d’où VI, VII, VIII, 

· X pour VV d’où IX pour IVV, puis XX, XXX, 

· L pour XXXXX d’où XL pour XXXX   (un XL romain est quarante chez nous) 

· C pour LL = XXXXX XXXXX, donc XC pour XXXXX XXXX, 

· D pour CCCCC, donc CD pour CCCC (un CD romain c’est quatre cent chez nous) 

· M pour DD = CCCCC CCCCC, avec donc comme dab CM pour CCCCC CCCC) 

Exercice : écrivez 2011 en chiffres romains, puis MCMXLVIII en chiffres arabes

solution :
2011 = MMXI

MCMXLVIII = 1948

Exercice : avec les chiffres romains, calculez MMXI + MCMXLVIII  puis MMXI . MCMXLVIII 

Solution : 

méthodologie : passer par d’autres univers. 

Cette méthode (de changer d’univers) est utilisée dans d’autres situations, par exemple en espaces matriciels quand on passe dans l’espace dual. 

Pour se faciliter la vie on transforme le départ, on résoud dans le nouvel univers, et on retransforme  l’arrivée. 

Ainsi ici l’opération se simplifie à n’être effectuée qu’en chiffres arabes !
2011 + 1948 = 3 959 d’où le résultat en chiffres romains : MMXI + MCMXLVIII  = MMMCMLIX !!

2011 . 1948 = … d’où le résultat en chiffres romains : 
Exercice : écrivez la table d’addition des dix premiers nombres écrits en chiffres romains !

solution :
 
Posez ces nombres (donc de I à X … car les romains n’avaient pas le zéro) en ligne et en colonne 

et à chaque intersection ligne a  colonne b écrivez le résultat a + b (8 + 7 = 15 = XV) 

x
I
II

III

IV

V

VI

VII

VIII
     IX      
X

I 
|II
III

IV

V

VI

VII

VIII
     
IX
    X
     
XI

II  
|III
IV

V

VI

VII

VIII
     
IX
    
X
     XI   
XII

III
| IV
V

VI

VII

VIII
     
IX
    
X
     
XI   
    XII 
XIII

IV  
| V
VI

VII

VIII
     
IX
    
X
     
XI   
    
XII 
     XIII  
XIV

V  
| VI
VII

VIII
     
IX
    
X
     
XI   
    
XII 
     
XIII       XIV  
XV

VI  
| VII
VIII
     
IX
    
X
     
XI   
    
XII 
     
XIII       
XIV        XV   
XVI

VII  
| VIII
    IX
    
X
     
XI   
    
XII 
     
XIII       
XIV        
XV   
     XVI  
XVII

VIII  | IX
  X
     
XI   
    
XII 
     
XIII       
XIV        
XV   
     
XVI  
     XVII   XVIII

IX  
| X
  XI   
    
XII 
     
XIII       
XIV        
XV   
     
XVI  
     
XVII     XVIII  
XIX

X
| XI   
  XII 
     
XIII       
XIV        
XV   
     
XVI  
     
XVII     
XVIII     XIX  
XX
Remarquez bien qu’en résultats les nombres sont les mêmes qu’en décimal, seule leur écriture change. 

Commentaire : en particulier les commentaires 1 et 2 ci-dessus y s’y vérifient donc aussi : le même nombre est résultat sur chaque diagonale montante.  

Lecture : VI (N° ligne) + VII (N° colonne) =  XIII 

Et VII (N° ligne)  + VI (N° colonne) = XIII aussi. 

remarque 1 : l’addition est commutative a+b = b+a, donc ce tableau est symétrique par rapport à la diagonale descendante. 

remarque 2 : l’addition est associative : a + (b + c) = (a + b) + c, donc (x + 1) + (y – 1) = x + y = (x + n) + (y – n), chaque diagonale montante contient donc le même résultat.
Exercice : écrivez la table de multiplication des dix premiers nombres écrits en chiffres romains !

solution :
 
Posez ces nombres (donc de I à IX … car les romains n’avaient pas le zéro) en ligne et en colonne 

et à chaque intersection ligne a  colonne b écrivez le résultat a.b (VIII.VII = 7 + 7 + 7 + 7 + 7 + 7 + 7 + 7 = 56 = LVI) 

x
I
II

III

IV

V

VI

VII

VIII
         IX
   X

I  
|I
II

III

IV

V

VI

VII

VIII

IX
   X
II  
|II
IV

VI

VIII

X

XII

XIV

XVI
      XVIII
  XX
III  
|III
VI

IX

XII

XV

XVIII
XXI

XXIV    XXVII  XXX
IV  
|IV
VIII

XII

XVI

XX

XXIV
XXVIII
XXXII    XXXVI   XL
V  
|V
X

XV

XX

XXV

XXX

XXXV
XL
     XLV
  L
VI  
|VI
XII

XVIII
XXIV
XXX

XXXVI
XLII

XLVIII
LIV
  LX
VII
|VII
XIV

XXI

XXVIII
XXXV
XLII

XLIX
LVI
   LXII       LXX
VIII 
|VIII
XVI

XXIV
XXXII
XL

XLVIII
LVI

LXIV   LXXII  LXXX
IX 
|IX
XVIII
XXVII
XXXVI
XLV

LIV

LXIII

LXXII    LXXXI   XC
X
|X
XX

XXX

XXX
XL
L

LX

LXX

LXXX   XC
  C
2/
les logarithmes

La première fonction détaillée ici est la fonction logarithme, pour illustrer deux points : 
1/
le culte de la paresse exige des investissements.

Le culte de la paresse, c’est faire plus et mieux avec moins. 

Pour une bonne partie des étudiants scientifiques les logarithmes furent cauchemar, ou au moins source de difficultés voire d’incompréhension ou de recette magique.

Pourtant la raison d’être des logarithmes fut la paresse. 

Ils ont été conçus, inventés, fabriqués simplement pour transformer de longues pénibles et fastidieuses multiplications en plus simples et rapides additions.

Les logarithmes ont pour finalité de faire des multiplications plus vite et avec moins de travail … en remplaçant ces multiplications par des additions ! 

2/ un investissement a une durée de vie limitée

Même les machines-outils mathématiques sont éphémères. 

Comme dans les autres secteurs d’activité, l’utilisation des outils mathématiques évolue et se transforme avec les sociétés humaines utilisatrices.  

Inventées par les astronomes, les logarithmes décimaux et leurs tables associées ont été pendant plus de mille ans l’outil quotidien de tous les scientifiques. 

Pendant des siècles (de 1800 à 1980) tout étudiant en sciences avait dans son cartable : 

· une règle à calculer pour les premières approximations (jusqu’à trois chiffres significatifs), objet blanc marqué de fins chiffres et traits noirs, genre règle normale (33 cm de long, 5 cm de large, 1 cm d’épaisseur pour 150 pages) avec un coulissant dans toute sa longueur. 

· et une table de logarithmes pour davantage de précisions (jusqu’à cinq chiffres significatifs), petit livret jaune (à l’endroit, donne log10x à partir de x) ou vert (à l’envers, donne x à partir de log10x), de 21 cm de haut sur 10 cm de large et moins d’1 cm en épaisseur, aux pages remplies de chiffres qui donnaient pour tout nombre son logarithme décimal … et réciproquement : qui donnait aussi pour tout logarithme décimal le nombre correspondant.   

Depuis 1980 après plusieurs siècles de bons et loyaux services ces deux machines-outil mathématiques ont disparu des trousses car remplacées par nos machines à calculer électroniques. 
définition : la fonction y = log(x) est la fonction telle que log(ab) = log(a) + log(b)
propriétés : en conséquence , 

1/
log(a) = log (a.1) = log(a) + log (1) =>   log(1) = 0 

2/
log(a4) = log(a.a.a.a) = log(a) + log(a) + log(a) + log(a) + log(a) = 4 log(a)

3/
de même,  log[(a1/2). (a1/2)] = log(a) = log(a1/2) + log(a1/2) =>  log(a1/2) = ½ log(a)

4/
donc log(an) = n log(a)  et log(a1/m) = 1/m log(a) et log(an/m) = n/m log(a)  

3/
ainsi, une fois un seul log(a) fixé arbitrairement pour une seule valeur de a, alors s’en déduisent et calculent toutes les autres valeurs possibles pour a, car tout nombre peut être approché autant que voulu par des puissances entières et fractionnelles de a. 

définition : appelons logarithme à base « a »  la fonction logarithme loga(x) telle que loga(a) = 1
Chaque nombre positif y aura donc (vu ce qui précède en définition et propriétés) son logarithme unique  

définition : appelons table des logarithmes à base « a » le tableau où l’on écrit la correspondance (unique dans chaque base) entre un nombre et son logarithme. 

définition : appelons les logarithme décimaux la fonction logarithme où ce a = 10 donc où  log10(10) = 1 

L’intérêt est que log10(10n) = n et log10(101/m) = -m réduit la recherche du logarithme de tout nombre à celle du nombre compris entre 1 et 10 correspondant à la même suite de chiffres. 

Exemples : 

log(12345) = log(1,2345.104) = log(1,2345)+log(104) = 4+log(1,2345) : log10(12345) = 4+ log10(1,2345) 

log(0,006789) = log(6,789.10-3) = -3+log(6,789) : log10(0,006789)= -3 + log10(6,789)
définition : Ainsi la table des logarithmes décimaux n’a besoin que des nombres compris entre 1 et 10.

fabrication de la table des logarithmes décimaux : 

A partir des définitions précédentes, tout logarithme va se calculer à partir des logarithmes de racines carrées successives de 10, calculées de plus en plus nombreuses pour être de plus en plus précises. 

Une racine carrée se calcule par la méthode dite des tatonnements successifs = on essaie un nombre, et selon que le résultat soit trop grand ou trop petit, on essaye un nombre suivant plus petit ou plus grand (trop simple !!!). 

Exemples : √10 =  3,16227766  puis  ∜10 = √(3,16227766) = 1,77827941 puis √1,77827941 = … etc … 
	x écrit en

 puissance de 10
	x écrit en décimal
	log10(x)

	100
	1
	0

	101
	10
	1

	101/2
	√10 =  3,16227766  
	1/2  = 0,50

	101/4
	√3,16227766 =  1,77827941
	1/4  = 0,25

	101/8
	√1,77827941 = 1,3335214
	1/8  = 0,125

	101/16
	√1,3335214 =  1,154782
	1/16  = 0,0625

	101/32
	√1,154782 =  1,0746078
	1/32  = 0,03125

	101/64
	√1,0746078 =  1,0366329
	1/64  = 0,015625

	101/128
	√1,0366329 =  1,0181517
	1/128  = 0,0078125

	101/256
	√1,0181517 =  1,009035
	1/256  = 0,00390625

	
	
	

	100
	1
	0

	101/256
	1,009035
	1/256  =                       0,00390625

	102/256
	1,0090352 =            1,0181517
	2 . 0,00390625 =           0,0078125 

	103/256
	1,0090353  =           1,0273508
	3 . 0,00390625 =         0,01171875

	… an = 10n/256
	bn = 1,009035n  = bn-1 . b0 

avec b0 = 1,009035
	n . 0,00390625  

n = de 4 à 255

	10255/256
	1,009035255  =     9,910459003
	255 . 0,00390625 =     0,99609375

	101
	10
	1


Ainsi, ici avec n = 256, on calcule exactement les logarithmes des n nombres 10p/n compris entre 1 et 10. 

On augmente la précision autant que souhaité en augmentant n (n = 512, 1024, 2048 …). 
Utilisations des logarithmes 

Pour multiplier x . y au lieu d’effectuer les calculs on lit leurs logarithmes sur la table, puis on les additionne et sur la table encore on lit le nombre (xy) correspondant à ce résultat [log(xy)].

Exemple :  x = 9876,54321  et y =  0,0123456789
Donc log(x) = log (103 . 9,876,54321) =  log (103) + log (9,876,54321)  = 3 + log(9,87654321) 

Et log(y) = log(10-2 . 1,23456789) = log(10-2) + log(1,23456789) = - 2 +  log(1,23456789)

Avec log(9,87654321) =   0,994604968
et log(1,23456789) = 0,091514977  (voir dans tables de log) 
Donc log(xy) = log(x) + log(y) = 1+ 1,086119945 = 2, 086119945 
Donc xy = 102 . (le nombre qui a 0, 086119945 en log10 = voir table) = 102 . 1,219326311 = 121,9326311  
Aujourd’hui une calculette électronique fait le calcul : 9876,54321  .  0,0123456789  = 121,9326311 
Les vraies tables de logarithme s’arrêtaient à 4 ou 5 chiffres significatifs et donnaient donc des approximations de ces logarithmes :  log(9,87654321) =   0,9946  et log(1,23456789) = 0,0915
D’où log10(xy) = 1 +0,9946 +0,0915 = 2,0861 d’où (table) xy = 121,927 

… qui à 5 chiffres significatifs s’arrondit à 121,93 : belle précision !!!
3/
degré de liberté

Définition : Nombre de variables numériques qui caractérisent un état (géométrique, physique, …).

Un espace est un ensemble de positions autorisées pour des points, sa dimension est le nombre de valeurs nécessaires pour y positionner un point. Cette dimension est donc aussi le degré de liberté de ces points, sauf contrainte supplémentaire. 

Exemples : 

· un point dans un volume (l’espace R3) a 3 degrés de liberté 

· c'est-à-dire que 3 valeurs caractérisent sa position, telles (x,y,z) en repère (Oxyz). 

· Une surface dans l’espace R2 a 3 degrés de liberté = les 2 valeurs qui positionnent son centre de gravité (et son axe de rotation) +  l’autre valeur indépendante qui positionne son orientation. Tel le positionnement d’une parcelle sur un plan communal. 
· un solide dans l’espace R3 a 6 degrés de liberté = les 3 valeurs qui positionnent son centre de gravité (et ses 3 axes de rotation) +  les 3 autres valeurs indépendantes qui positionnent son orientation. Tel un avion dans le ciel, ou un satellite dans l’espace. 

L’espace à quatre dimensions élargit la représentation des positions géographiques Oxyz aux positions spatio temporelle dans l’espace-temps Oxyzt (R4).

A tout point spatial (x,y,z) le temps ajoute un quatrième degré de liberté temporel (t).

 Telle la représentation de la position (x,y,z,t) d’un poisson dans l’océan (Oxyz) à un instant (Ot).  

5/
Enfin, beaucoup d’autres espaces peuvent être définis, tel à deux dimensions (x,t) la position spatio temporelle d’une famille qui part en vacances en voiture :
· sa position géographique (x) : depuis son départ (= x0) elle a déjà fait 140 km (= x – x0) sur son trajet total prévu de 570 km (= x1 – x0). Il lui reste donc 430 km (= x1 – x) avant d’arriver (= x1) 
· sa position temporelle (t) : depuis son départ (t0) ça fait 3 heures (= t – t0) qu’elle est partie.  
· Propriété : Une contrainte de relation entre les variables diminue d’un le degré de liberté. 

Une voiture tout terrain a deux degrés de liberté = connaitre sa position sur une carte nécessite 2 nombres. 

Une voiture sur une route aussi car elle peut choisir de rouler à droite (recommandé par notre code mais pas en Angleterre, Inde, Australie ou Japon) ou au milieu ou à gauche ou partout (danger alcool).

Un train sur ses rails n’a qu’un degré de liberté = connaitre sa position précise nécessite un seul nombre. 

En le fixant à la courbe qu’est son trajet f(x,y) = 0  son chemin de fer lui enlève un degré de liberté. 
· exemple : un point M(x,y,z) dans un repère (Ox, Oy, Oz) tel que f(x,y,z) = 0 (= une contrainte de relation entre ses variables) n’a que 2 degrés de liberté. 

· en image : Plus précisément, si f(x,y,z) = ax + by + cz + k, la contrainte pour le point M est de se déplacer dans l’espace R3 sur le plan (R2) d’équation ax + by + cz + k = 0. 

· Propriété : p contraintes indépendantes de relation entre n variables diminue de p leur degré de liberté, qui passe de n à n-p (p <ou = n). 

· Exemple : quand les p contraintes entre n variables sont linéaires, la condition d’indépendance est que le déterminant Dnp de ces contraintes soit non nul (cela contient qu’il n’y ait pas deux fois la même contrainte). 

· Image : si un point M dans R3 est soumis à deux contraintes (P1) a1x + b1y + c1z + k1 = 0 et (P2) a2x + b2y + c2z + k2 = 0, alors ce point M a pour unique degré de liberté dans cet espace R3 de se déplacer sur la droite (R1) d’intersection entre ces deux plans (P1) et (P2).

La condition d’indépendance entre ces deux contraintes signifie que cette droite n’est définie que si ces deux plans ne sont ni le même ni parallèles. 

V-2/
 VUE GLOBALE des mathématiques
1/
les outils de manipulation

x/
Les maths sont une boite à outils conceptuels, pour mieux manipuler des concepts abstraits, au même titre qu’un tournevis, un marteau ou une pince le sont pour mieux manipuler des objets concrets.

De même qu’en bricolage chaque métier précis (mécanicien, agriculteur, ferronnier …) a ses boites à outils adaptés (marteaux, tournevis, clés, pinces …), de même en mathématiques chaque utilisateur général (physique, chimie, sociologie, finances, biologie …) puis particulier (fiscalité, agriculture, armement …) a ses boites à outils adaptés (algèbre, analyse, ensembles, géométrie) 

Les mathématiques sont la boite à outils du bricoleur conceptuel, du manipulateur de concepts. 

x/
Avant de s’enfoncer à approfondir la jungle de telle ou telle famille d’outils mathématiques appliqués à telle famille d’utilisateurs, ce cours commence par familiariser aux grandes familles de territoires conceptuels en type d’outils mathématiques dont les hommes se sont dotés et qu’ils ont plus ou moins approfondis le plus souvent poussés par leur intérêt d’utilisateurs attirés par d’abord une puis de plus en plus d’applications concrètes. 

x/
Chaque territoire des mathématiques inclut toujours la même double évolution où chacun transforme l’autre, entre 

· davantage de détails exigés pour des outils plus fins, précis, spécialisés, mieux adaptés à tel ou tel usage concret. Ce sont les mathématiques spécialisées.  

· et davantage de concepts généraux, universels, exigés pour mieux manipuler dans un seul concept l’ensemble des outils qui s’y adaptent. Ce sont les mathématiques générales. 

C’est le même principe que la perceuse sans et avec ses têtes, qui en séparant 

· la partie qui fait tourner (l’outil général, le manche et les commandes, du moteur électrique jusqu’à la tête tournante avec sa pince préhensible) 

· de la partie qui utilise cette rotation (les outils d’utilisation, avec tous leur axe pour se connecter-bloquer avec la pince de perceuse, et chacun sa tête spécialisée pour visser avec têtes tournevis, percer avec mèches perçeuse, couper avec têtes disqueuse, nettoyer avec têtes brosse …),

permet de disposer d’un outil global (la perceuse sans ses têtes = les mathématiques générales) pour une grande diversité d’usages spécialisés (les têtes = les mathématiques spécialisées). 

Ainsi les mathématiques se transforment en permanence par l’élargissement simultané de leurs concepts généraux et de la diversité de leurs applications spécialisées : 

· le but du général est de diminuer les connaissances spécialisées nécessaires tout en augmentant la puissance de la manipulation 

· pendant que le but du spécialisé est d’augmenter les territoires d’applications. 

x/
la transformation des outils mathématiques est permanente. Ses étapes sont la création de concepts que les sociétés humaines s’inventent et qui les révolutionnent par leurs applications pratiques :

· Le nombre entier (compter les moutons, les sacs de la récolte, …), 

· les chiffres (écrire tout nombre avec les chiffres d’une même base), le zéro, 
· les opérations entre ces nombres écrits en chiffres (multipliez XLVIII par XII) 

· la géométrie (euclidienne, mesurer un champ pour en calculer les impôts,  puis non euclidienne), 

· les nombres non entiers (fractionnels, continus, réels, imaginaires ...), l’algèbre (les non nombres)
· la diversité des fonctions, dérivées, intégrales, 

· les symboles, pour donner forme à ces concepts et ainsi en faciliter la manipulation,  

x/
Les mathématiques sont comme la peinture, une mode d’un jour qui se transforme autant par les changements de mode (autres choix de société autres choix de priorités donc de territoires d’usages) que de matériaux (nouveaux outils mathématiques). 

2/
les choses à manipuler
x/
Au commencement, il y a différencier, en choses, différencier notre univers perçu en éléments observables et séparés, 

x/
Puis il y a relier, ré-unir, identifier et formuler des relations entre ces choses, 
· les classifier par regroupements entre semblables ou dissemblables, amis ou ennemis, connus et inconnus, 

· puis les corréler, formuler la dépendance ou l’indépendance entre deux éléments, en certitude (lien de cause à effet) ou en probabilités. 

Toute discipline intellectuelle matérialise ses concepts dans ses mots (ses éléments) qu’elle relie entre eux (compatibles ou incompatibles, imbriqués ou indépendants, propriétés semblables ou non).

Les éléments d’une discipline sont ses concepts élémentaires. Sur différents critères ils se regroupent en différents ensembles, dont la synthèse produit une vue globale qui inclut son sommaire, l’inventaire des contenus de cette discipline regroupés et hiérarchisés par dépendance et imbrications, son catalogue, sa taxinomie !

Enfin, la pensée aboutit sur l’action. La pensée est :

· 1 observer = les capteurs et leur système nerveux pour différencier,  recevoir,  percevoir, sentir, 

· 2 traiter = le cerveau pour analyser, relier, comprendre, décider, choisir 

· 3 émettre = les actionneurs et leur système nerveux pour agir,  faire 

x/
vouloir ici présenter les choses que les mathématiques manipulent revient à présenter la taxinomie des mathématiques. Or la taxinomie est un champ d’application de la théorie des ensembles. 

C’est l’éternel problème du serpent qui se mord la queue, tel le dictionnaire des dictionnaires qui est d’essence infinie car illimité puisqu’il doit inclure son tout comme élément de lui-même. 

x/
Bref, à l’intérieur de chaque ensemble ou entre plusieurs ensembles, il y a les relations entre leurs éléments, leur capacité à être unis ou non de telle ou telle manière, les applications, internes au même ensemble ou externes entre plusieurs ensembles. 
x/
enfin arrive chaque territoire (et sous-territoire) mathématique, chacun cas particulier du cas général des ensembles, chacun spécialisé pour approfondir une (ou plusieurs) contrainte ou situation particulière. 

· Xx/
La logique générale, puis en sous-territoire la logique binaire.  

· Xx/
Le dénombrement des éléments d’un ensemble ouvre à l’imensité des nombres.

· D’abord entier, ils deviennent vite continus, puis débordent vers complexes et autres alef. 

· Puis s’élargissent à la chose que le nombre mesure, les variables numériques.
· et les outils de liens entre ces choses mesurées, les contraintes, les fonctions numériques. 
· avec l’immensité de leurs nombreux sous-territoires d’applications spécialisées (suites, séries, probabilités, statistiques, dérivées, intégrales, matrices, déterminants, …).
· Xx/
et l’étude des ensembles de formes, la géométrie, 

· d’abord pour les grandeurs métrables (lignes, surfaces, volumes) puis non nécessairement (topologie, géométrie non euclidienne …).

· Xx/
avec toujours simultanément l’utilisation de territoires spécialisés pour ouvrir de nouveaux territoires plus larges, donc de nouvelles applications. 

· Par exemple en élargissant les fonctions étudiées pour les nombres (algèbre) aux non nombres (variables non numériques, espaces vectoriels …) . 

3/
vue globale des territoires mathématiques
A l’origine, pour leurs applications matérielles (fiscalité, physique, astronomie …) les mathématiques décrivent des observations (= mesures faites par des nombres écrits en chiffres) et les relient entre elles (= fonctions & équations). 
Les mathématiques sont les fondations des langues que nous avons créées pour observer, décrire et manipuler notre réalité, externe (géométrie, physique, chimie, …)  et interne (physiologie …). 


V-4/
INDEX :  lexique,
symboles et syntaxe
1/
lexique











abscisse = Ox, dans un repère orthonormé ou non. 
application =

axe = la droite qui contient l‘ensemble des valeurs d’une variable à une dimension = un degré de liberté. 

application = 
bijectif =

chiffre = un symbole qui représente un nombre, IIIII est V en chiffres romains, mais 5 en chiffres arabes

complexe = 

cqfd = Ce Qu’il Fallait Démontrer, conclut une démonstration, en signale la fin.  

décomposition en facteurs premiers = écrit un nombre en son produit (unique) de nombres premiers. 

équation = 

imaginaire = 

injective =

nécessaire =

nombre d’or = 

ordonnée = Oy, dans un repère orthonormé ou non.
orthonormé = un repère aux axes perpendiculaires entre eux (ortho) de même unité de longueur (normé)

       
Oxyz orthonormé : Ox est horizontal vers nous, Oy horizontal à droite et  Oz vertical vers le haut. 

Oxy orthonormé : l’axe Ox est horizontal vers la droite et Oy vertical vers le haut. 

O = origine, point central d’un repère. En astronomie, la terre, ou le soleil … ou ailleurs. 

Oxyz =  repère à trois dimensions x,y,z. 

Oxy = repère à deux dimensions, x et y, où x est l’abscisse et y l’ordonnée 

Or 
= coordonnées sphériques, à partir d’un O, un point y est défini par distance (rayon r) et angle ()
ppcm = Plus Petit Commun Multiple. Exemple : le ppcm de 12 et 30 est 60 (= 2.2.3.5).
pgcd = Plus Grand Commun Diviseur. Exemple : le pgcd de 12 (=2.2.3) et 30 (=2.3.5) est 6 (=2.3).

ppcd = Plus Petit Commun Dénominateur. Exemple le ppcd de 1/12 et 1/30 est 60. 

racine = 

repère = les dimensions retenues pour représenter les degrés de liberté d’un espace, avec leurs unités.
si et seulement si = nécessaire (seulement si) et suffisant (si) 
suffisant =

surjectif =

2/
symboles








   
 |  [   ]   {   }~ × ÷  ∝ < ≪ > ≅ ≈ ≡ ∁ ∂ ∜ ∅ %  
=  
se lit "égal" 
∅    
se lit “ensemble vide” 
≠ 
se lit « différent de » ; 

∪
se lit « union » ; E ∪ F désigne l’ensemble qui regroupe tous les éléments de E et de F. 

∩
se lit « inter » pour intersection ; E ∩ F désigne l’ensemble de tous les éléments communs à E et F.
∀
se lit “quel que soit” 
±
se lit « plus ou moins » ; x = ± 2 signifie x = 2 et/ou (ou inclusif)  x = - 2
^
se lit « puissance » ; z = x^y  est l’opération exponentielle et se lit z = x puissance y ; 
√
se lit « racine de » ; il s’agit de racine carrée, c'est-à-dire  √A désigne a tel que a2 = A

∛
se lit « racine cubique de » ; c'est-à-dire  ∛A désigne a tel que a3 = A
.
se lit «   «   ou « multiplié par » ; c’est l’opérateur multiplication, a.b se lit ab et représente a fois b. 
Le symbole x (axb) est évité pour ne pas confondre avec l’inconnue x. 
d 
se lit (phonétiquement) “dé” ; désigne une difference petite, qui tend vers zero. 

!
se lit « factorielle » ;     n ! = 1.2.3.…etc…(n-2).(n-1).n     ; par exemple  5 ! = 1.2.3.4.5 = 60
 
se lit « pi », 
∞
se lit infini, par définition plus grand que tout nombre fini aussi grand soit-il, 
€ 
se lit appartient à ; x € E signifie que x est un élément de l’ensemble E, par exemple 1 € N

se lit augmente ; dans cet intervalle y = y(x) est croissante, augmente quand x augmente

se lit diminue ; dans cet intervalle y = y(x) est décroissante, diminue quand x augmente

  
se lit tend vers ; « dx 0 » se lit « dx tend vers zéro », où la distance de x à 0 est toute petite
 =>  
se lit entraine  ou implique : « a  =>  b » se lit « a implique b » 
( 
se lit équivalent ; a=b est équivalent à b=a car par définition l’égalité est une relation réflexive, 

 
se lit delta ; désigne une différence, un écart entre deux valeurs, 

x 
se lit delta x ;  désigne la différence entre x (variable)  et sa valeur en x0. Autour de x0 : x = x – x0
y
se lit delta y ;  désigne la distance entre y et sa valeur y0.           Autour de M0 (x0, y0) :  y = y – y0
dx 
se lit « dé x » ; x quand x  0, se lit phonétiquement « dé x »). Idem pour dy , dz, dt … 

y(x) 
se lit « i grec de x » = y est fonction de x, y varie avec x dans une dépendance écrite par y(x)

y0 
se lit «i grec zéro» = valeur de y quand x = x0 ; y0 = y(x0), désigne la valeur de y quand x vaut x0
x 
se lit phonétiquement « ixe », variable dans le repère Oxyz

xi
se lit « ixe i » , tels x0, x1, x2, … xp, … xn : désigne une valeur de la variable x au point Mi (xi,yi) parmi les points M0, M1, M2, M3, … Mn ou une variable xi parmi d’autres variables x1, x2 , x3 … , xn
t 
se lit phonétiquement « té », variable qui en physique désigne le temps

[1 ; 2]   se lit « 1 2 » ; désigne l’intervalle de tous les éléments de E compris entre 1 inclus et 2 inclus
M(1 ; 2)
se lit « M 1 2 » ; désigne le point M aux coordonnées x=1 et y=2 dans le repère Oxy

N = ensemble des nombres entiers positifs = 0 /1 / 2 / 3 / … / 789 / … / 36547865429 / … jusqu’à l’infini

Z = les nombres relatifs, entiers négatifs inclus, tous les nombres entiers de moins à plus l’infini (exclus) 

Q = les fractions, avec numérateurs et dénominateurs entiers relatifs = Z/Z* (pas 0 au dénominateur)

R = les réels, Q & « pas fractions » dont , des racines carrées (2, 3, 5, 7…, nombre d’or), e, … 
C = les complexes, les z = x + iy où x et y € R et où i2 = -1 (par définition). Les iy sont imaginaires purs
N+, Z+, Q+, R+ = ensemble des seuls éléments positifs de N, Z, Q, R
N*, Z*, Q*, R* = ensemble des seuls éléments non nuls de N, Z, Q, R (tous sauf le zéro)
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…. la sémantique des positions
ab 
se lit « a    b » = a.b c'est-à-dire a multiplié par b, 
xn     
se lit « x puissance n » = x.x.x.x …. .x , avec  n termes x à multiplier : x2 = x.x, x3 = x.x.x
xn 
se lit « x indice n » ne correspond pas à un calcul mais à l’identification d’une variable « xi »
(….) 
se lit « entre parenthèses « = les calculs à l’intérieur de la parenthèse se font avant ceux de la   

parenthèse avec l’extérieur :  (ax+b) = ax+b = (ax)+b  ≠ a(x + b) = ax + ab 
4/
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Liens web 
1 /
 http://www.maths-informatique-jeux.com/maths/notations_mathematiques.php 

d’excellents tableaux et sous-tableaux de symboles mathématiques avec définitions et exemples
1
23

