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COURS N°1: ORIGINE DU NOMBRE ET PRESENTATION DE LA THEORIE DE PIAGET

Jean Piaget a reconstitué l'origine du nombre à partir de nombreux écrits. Cherchant à valider son hypothétique reconstitution, il a interrogé des enfants en postulant qu'il existait un parallélisme entre la genèse du nombre chez l'enfant et l'histoire du nombre. Pour tenter de mieux faire comprendre ce parallélisme retracé par Piaget et Szeminska (1941), nous adopterons le point de vue d'un autre qui ne connaîtrait rien du nombre mais qui en ressentirait impérativement le besoin. Ce parti pris appelle une décentration qui ne sera pas aisée tant les noms des nombres viennent spontanément à l'esprit quand il s'agit de quantifier le discret physique. L'histoire qui suit est donc une fiction, surtout par les généreux mobiles qui la guident, mais c'est une fiction utile à présenter les obstacles qui ont tenu en échec les inventeurs du nombre et les solutions qu'ils ont trouvées pour les dépasser. Pour Piaget, ce sont donc les mêmes obstacles qui tiennent en échec les enfants et par conséquent les mêmes solutions qu'ils doivent réinventer pour satisfaire pleinement le besoin de quantification exacte qu'ils éprouvent quand ils l'éprouvent réellement.

1. A l'origine

Imaginez que vous appartenez à une tribu dite “primitive”, il y a très longtemps: vous ne savez absolument pas compter, vous ne savez rien des opérations mais vous êtes animé par de bonnes intentions. Vous regardez une scène qui se répète. Les membres de votre "groupe d'appartenance "se jettent avec avidité sur une bête rapportée, etc. Ce spectacle vous est insupportable. Il vous semble reconnaître que ce sont toujours les mêmes qui mangent et toujours les mêmes qui ne mangent pas. Vous êtes de ceux qui mangent mais cela vous gêne. Pour tenter de mettre un terme à cette gêne, vous allez vous poser quelques questions: "Combien y en a-t-il qui mangent?", "Combien y en a-t-il qui ne mangent pas?"

Cherchant à répondre à ces questions portant sur des quantités relativement importantes, non discriminables avec les yeux, vous vous rappelez que vous avez mis un jour, par hasard, vos doigts en correspondance avec vos congénères. Et vous avez trouvé alors que vos doigts étaient pratiques pour distinguer clairement chacun d'eux: ce doigt-ci pour celui-ci, ce doigt-là pour celui-là. Toutefois, cette correspondance hasardeuse et tâtonnante, utile à individualiser quelques hommes, vous paraît maintenant insuffisante pour répondre à des questions de quantification exacte. En quête de réponses satisfaisantes, vous allez découvrir de nombreux problèmes à résoudre: vos pairs sont plus épais que vos doigts, ou bien ils passent si vite que vous n'avez pas le temps de pointer un doigt pour chacun d'eux. Tant et si bien que pour établir une correspondance exacte entre vos doigts et les humains, il vous faudra beaucoup de temps afin de dépasser tous les obstacles rencontrés.

Une fois établie cette correspondance exacte entre vos doigts et les autres, vous chercherez à en garder une trace fixe de manière à faciliter la recherche d'une quantité de nourriture suffisante. Sur un bâton, vous tracerez rapidement une encoche pour chaque doigt. Vous pourrez ainsi contrôler avec les yeux l'ensemble des doigts mis en correspondance et revenir à loisir sur le début, le milieu ou la fin du résultat de votre correspondance. Il est clair, en effet, que l'ensemble des encoches sur le bâton est toujours contrôlable perceptivement, ce qui n'est pas le cas de l'ensemble des doigts qui "disparaissent" après chacun de leur passage.

Vous aurez alors établi une correspondance entre vos doigts et des encoches. Muni des traces fixes de la quantité recherchée, vous pourrez enfin partir chasser. Mais après la chasse, viendra le moment crucial de la correspondance entre les encoches et les morceaux de "gibier". Vous vous apercevrez que leur occupation dans l'espace est différente: les intervalles des morceaux ne recouvrent pas exactement ceux des encoches. Et, comme vous l'avez très bien fait pour la correspondance entre les doigts et les hommes, vous ferez défiler l'un après l'autre chaque morceau face à chaque encoche pointée l'une après l'autre. Vous pointerez ainsi les uns et les autres en des temps différents. Vous arrêterez la correspondance quand vous constaterez que vous aurez autant d'encoches que de morceaux.

En réalisant ces correspondances successives qui s'impliquent l'une l'autre, vous aurez inventé la notion d'unité: un élément vaut pour un autre élément, quelles que soient leurs qualités (doigts, encoches, morceaux de gibier), quelle que soit la longueur des intervalles qui les séparent dans l'espace et dans le temps. Autrement dit, vous aurez égalisé toutes leurs différences en fonction d'une seule propriété commune à satisfaire: "mettre un élément pour un et un seulement".

Vous êtes peut-être au bout de vos peines mais vous léguez à vos successeurs des unités trop lourdes à gérer. Plus il y aura d'unités, plus leur mémoire sera sollicitée, tant et si bien qu'ils chercheront des solutions plus économiques que les vôtres pour assurer des correspondances exactes. Ils traceront une grande encoche sur un bâton pour représenter les doigts de leurs deux mains. L'innovation sera à la taille des besoins ressentis: gagner du temps et alléger la mémoire (Bideaud, 1997).

Ainsi, ils auront inventé la base "10" et commenceront du même coup à insérer les unités dans un système voué à une évolution infinie et imprévisible. Un système d'autant plus facile à se développer que les unités et les bases seront désignées. Avec des noms spécifiques et des symboles simples pour les ajouts et les retraits, toute trace dispendieuse deviendra inutile, l'économie sera donc maximale.

Les unités, les bases 10, 60, 100, les noms des nombres, les premiers symboles ont été inventés, semble-t-il, entre 9000 et 2000 ans avant Jésus-Christ (Ifrah, 1994).

2. Les conditions psychologiques de l’invention du nombre

Quelles sortes d'activités mentales sont mises en jeu pour supporter ces correspondances successives et les innovations de plus en plus affinées qui en découlent? Telles sont les questions qui guideront la réflexion qui suit. Pour y répondre, nous analyserons les différents temps forts de la fiction précédente.

2.1. La première condition: la reconnaissance, l'identité ou la transgression d'un temps irréversible

Quand vous avez reconnu une scène gênante, vous avez relié une scène présente et une scène passée. Vous êtes sorti du présent immédiat. Mais pour relier le présent au passé, certaines conditions ont dû être respectées lors de vos observations présentes et passées. Ainsi, la scène passée a dû être stockée dans votre mémoire sans être confondue avec d'autres. Elle a été distinguée de tout ce qui l'environnait. De même, lorsque vous avez reconnu des visages, il vous a fallu les distinguer les uns des autres selon des traits discriminatifs très précis. Autrement dit, vous avez dû stocker des formes, des expressions, des mimiques, des gestes avec beaucoup de netteté. Cette discrimination très fine appliquée à des observations répétées est nécessaire pour établir des relations d'identité entre le présent et le passé. C'est la même scène qui se répète. Ce sont les mêmes qui mangent, etc. Ces identités établies supposent donc toutes des découpages préalables très précis au moment où les observations sont stockées.

Vous avez relié le présent au passé, mais vous vous êtes également projeté dans le futur en vous demandant comment faire pour mettre un terme à une scène pénible."Tous pourraient manger", avez-vous pensé. Or, l'élaboration de ce projet est indissociable des liaisons que vous avez établies entre le passé et le présent. Sans reconnaissance, il n'y a aucun rejet possible de la répétition insupportable, de même que le besoin contraire d'une répétition plaisante n'est guère possible. En somme, l'observation d'un présent qui répète un passé voué à disparaître dans le futur vous a permis de transgresser allègrement l'irréversibilité du temps.

Vous n'êtes plus un simple spectateur passif de la vie. L'identité établie, la non-identité souhaitée qui transgressent le temps font de vous un être qui connaît, qui reconnaît et qui cherche des répétitions en cas de plaisirs, des éliminations en cas d'échecs ou de gênes. Vos échanges avec le réel sont donc très actifs.

La transgression de l’irréversibilité du temps est une condition que l’on gardera toujours à l’esprit pour tenter de comparer ce que les animaux savent faire avec les nombres, et ce que les humains savent faire.

2.2. La deuxième condition: la correspondance, l'égalisation des différences en fonction d'une propriété commune ou l'abstraction

Quand vous avez mis en correspondance vos doigts et d'autres éléments distincts (= discrets), vous avez établi une relation arbitraire entre des éléments hétérogènes car vos doigts ne ressemblent ni aux humains, ni aux encoches. Cette relation est dite arbitraire car il n'y a aucune ressemblance entre les éléments discrets appartenant aux différentes collections que vous avez mises en correspondance. Vous n'avez tenu aucun compte de leurs différences, vous les avez égalisées mais vous avez pris soin de maintenir entre eux un point commun: leur distinction dans l'espace et dans le temps, condition sine qua non de leur mise en correspondance exacte. Mettre systématiquement un élément pour un autre élément, et un seulement, implique de garder à l'esprit ce point commun jusqu'à ce que tous les éléments des collections témoins (hommes et encoches) aient été épuisés.

Or, cette capacité à extraire un point commun (ou une propriété commune) à partir d'objets différents est la définition même de l'abstraction. Abstraire, c'est isoler une propriété commune à des objets distincts. Les propriétés communes que peuvent partager des objets distincts ne sont pas toutes de même nature. Ainsi, reconnaître des visages distincts, puisque observés en des lieux et des temps différents mais semblables trait pour trait, demande d'abstraire des propriétés communes qui se lisent sur les visages. Alors que mettre systématiquement un élément pour un autre élément demande d'abstraire une propriété commune qui ne se perçoit ni sur les éléments ni entre eux. Il vous a fallu surmonter de nombreux obstacles pour établir une correspondance non directement lisible dans les faits observés. Les doigts et les encoches étaient moins épais que les hommes ou les morceaux de gibier, les hommes défilaient trop rapidement pour que vous ayez eu le temps de les pointer. De sorte que la correspondance établie entre deux collections hétérogènes marque un progrès radical dans le développement des capacités d'abstraction. Dans le premier cas, il s'agit d'isoler une ou des propriétés communes visibles. Cette abstraction dite simple ou empirique n'est déjà pas facile à mettre en oeuvre. Elle n'est pas le fait d'un sujet naïf. Dans le second cas, il s'agit d'isoler une propriété commune non visible, gagnée contre les données perceptives. Cette abstraction est difficile, elle est dite réfléchissante. Elle est celle d'un sujet actif qui ne cesse de vouloir dépasser le monde sensible pour répondre aux questions de plus en plus exigeantes que le réel ne cesse de lui poser (Chalon-Blanc, 1997).

Pour fixer les idées, on rappellera la distinction établie par Piaget et ses collaborateurs (1968, 1977). L'abstraction simple ou empirique consiste à extraire une propriété commune appartenant aux objets, c'est à dire donnée aux "sens". Ces propriétés sont dites "statiques" pour deux raisons: elles sont "copiées" et considérées comme irréversibles par un "sujet passif". Tandis que l'abstraction réfléchissante consiste à extraire une propriété commune appartenant à l'expérience du sujet, c'est à dire à des actions qu'il exécute intérieurement et qu'il coordonne. Ces propriétés sont dites relationnelles. Elles ne peuvent être données aux "sens" puisque les actions qui les constituent disparaissent et que le sujet doit en quelque sorte les réintroduire entre les objets pour les relier de façon pertinente. Il constitue ainsi des systèmes. Nous revenons sur ce passage difficile dans le dernier paragraphe de ce cours et dans les annexes..

2.3. La troisième condition: des traces fixes, mémoire et contrôle; les bases, les noms des nombres: langage et fonction symbolique

Quand vous avez cherché à garder des traces fixes des passages successifs de vos doigts à l'aide d'encoches, vous avez éprouvé le besoin d'économiser votre mémoire et d'exercer un contrôle optique sur l'ensemble des unités pointées. Vous avez donc affiné vos premières réponses pour les conserver et les contrôler.

Et c'est ce même besoin de perpétuels progrès, né des manques perpétuels, qui a conduit d'abord vos successeurs à mettre en correspondance les doigts de leurs deux mains et une grande encoche, ensuite à nommer les " nombres ". Ces brefs rappels font déjà appel implicitement à trois sortes d'activités mentales: la mémoire, le contrôle et le langage. Est-ce à dire que les progrès effectués sont d'abord à porter au seul crédit de la mémoire et du contrôle? Non, car il faut inventer une solution et il ne suffit pas pour cela de garder une trace de l'erreur ou de la contrôler. Pour le prouver, nous ajouterons quelques détails supplémentaires sur les rôles insuffisants de la mémoire et du contrôle lors des correspondances effectuées successivement.

Vous étiez parti chasser avec des traces mémorisées mais non immédiatement contrôlables des passages successifs de vos doigts mis en correspondance avec les hommes. Or quand vous revenez, vous constatez que la correspondance entre les pièces de gibier et les hommes n'est pas exacte. Vous détectez une erreur mais vous ne savez pas encore où elle se situe. Vous vous rappelez avoir mis en correspondance exacte vos doigts et les hommes; peu importe pour le propos que ce souvenir soit juste ou non, il suffit de comprendre que vous avez souvenir d'avoir contrôlé la réalisation de cette correspondance. Bref, vous vous rappelez avoir abstrait "un pour un"sans faillir, à partir des doigts et des hommes. Par conséquent l'erreur détectée vous semble due à un oubli lors de la répétition des passages successifs des doigts des mains. Pour dépasser et éviter le renouvellement de cette erreur, vous pensez à des traces fixes qui seraient facilement et immédiatement contrôlables, d'où l'invention d'une solution possible: tracer des encoches sur un bâton pour obtenir une mise en correspondance exacte. En clair, vous avez effectivement sollicité votre mémoire et votre attention pour détecter l'erreur, mais c'est à votre intelligence, autrement dit à vos capacités d'abstraction, que revient le double mérite de la comprendre et de la dépasser pour inventer une solution.

Et le langage n'aurait, semble-t-il, aucun rôle à jouer dans l'invention de cette solution? Pas vraiment. Selon Piaget, son rôle est nécessaire. Avant d'être nommées, les unités ont été inventées grâce aux capacités d'abstraction, toutefois à niveau égal d'abstraction, les tâches sont plus que facilitées par le langage si bien que la puissance du système des unités est décuplée. Ainsi compter des paquets de 10 et faire de grandes encoches pour les doigts des deux mains sont des tâches qui consistent à abstraire une même propriété commune aux objets (10 = 10). Mais ces tâches sont très différenciées en regard des autres activités mentales sollicitées. Avec les noms des nombres, la tâche est réalisée et mémorisée rapidement, le contrôle est d'autant plus facilité que l'on en garde une trace visible (paquets, écriture…). Sans les noms spécifiques, la tâche est fastidieuse, la mémoire surchargée et le contrôle incertain. Les différences essentielles tiennent donc dans la rapidité d'exécution et l'économie mentale qui vont permettre toutes deux de créer des distances indéfinies entre le réel brut et la connaissance que l'ont peut en avoir. De sorte que le langage en désignant les relations qui existaient déjà entre les unités tracées stabilise le système et lui donne tout à la fois une possibilité très rapide d'évocation et d'évolution.

Montrons le davantage avec l'exemple de traces d'unités qui défilent: 111111111. Si vous pointez du doigt celle-ci 11111 <-- (= la 5ème), vous voyez immédiatement qu'il y en a 1111 avant et que entre celle-ci et celle qui est juste avant il y en a 1. Mais quand vous dîtes simplement "5" pour désigner cette unité dans la chaîne, vous ne voyez plus du tout qu'il y en a 4 avant et qu'il faut en prendre 1 en plus pour l'atteindre. Il n'y a plus qu'un mot et un seul pour évoquer les relations que 5 entretient avec les autres unités. Or, c'est seulement lorsqu'on sait ce que signifie le mot "5" que l'on comprend que 5 inclut 4 et qu'il est séparé de son prédécesseur et de son successeur par 1 unité. Les noms des nombres affranchissent donc la mémoire et la perception de leurs limites et permettent d'effectuer de rapides inférences à partir de n'importe quel élément de la chaîne: le successeur du successeur (+ 2) inclut le prédécesseur du prédécesseur (- 2) duquel il est séparé par 4 etc. 

Bref, dès que les relations qui existaient entre les unités tracées sont désignées (au lieu d'être "repérables "), elles permettent indéniablement d'avoir rapidement accès au système. Or, c'est la pratique de ce système qui marque une frontière décisive entre des correspondances précaires et instables et le maniement de véritables unités. Toutefois, si la puissance d'évocation du langage est incontestable, son pouvoir illusoire l'est tout autant. Le nom si économique soit-il fait illusion tant qu'il réfère à des éléments isolés et non pas à des unités reliées en un système, comme le montre l'observation recueillie par Gréco (1962):

Pat (4; 10). - Compte jusqu'à 19, et dénombre correctement et sans hésitation une ligne irrégulière de 13 jetons. On lui présente alors une configuration irrégulière, une sorte de grecque, composée de 9 jetons blancs et une boîte pleine de jetons rouges. Commence alors l'épreuve proprement dite: "Prends égal de rouges, il ne doit pas y avoir plus de rouges que de blancs. Il faut égal de rouges et de blancs - Est-ce qu'on peut faire une petite ronde? - Si tu veux, tu fais comme tu veux. Mais tu dois prendre égal de rouges et de blancs, le même nombre... - Je vais faire une petite ronde alors." Il prend alors une poignée de jetons (=11), les pose sur la table et les dispose minutieusement en cercle régulier, sans s'occuper du modèle. "Voilà, ça fait une petite ronde et comme ça, c'est fermé. -Mais est-ce qu'il y a la même chose de rouges et de blancs? - Ah non! C'est une petite ronde; Je vais faire comme ça. (Avec ses 11 jetons, il fait d'abord une colonne verticale de 8, puis construit à côté une ligne en U rectangulaire, de 14 jetons, en prenant 11 nouveaux jetons dans la boîte.) Voilà, ça y est! (Il y a alors 22 jetons rouges sur la table.) - Est-ce qu'il y a le même nombre de rouges et de blancs? - Ah! Mais non, il faut faire un petit rond (mais, prié de le faire, il se borne à répartir ses 22 jetons en deux colonnes égales et parallèles). C'est fini! - Est-ce que c'est bien égal? - Oui! - Où? Là et là? (On montre les deux colonnes de rouges, égales en effet.) - Non, là! (Il montre tous les rouges) et là ( montre tous les blancs)! - Tu es bien sûr? - Heu... Qui a plus, toi ou moi? - C'est moi! (Ravi) - Alors qu'est-ce qu'il faut faire pour qu'on ait égal tous les deux? - En enlever un peu (Il ôte aussitôt 14 rouges, mais sans regarder les blancs, et réarrange en ligne brisée les 12 jetons rouges qui restent). - C'est égal maintenant les rouges et les blancs? - Je sais pas. - On pourrait savoir si c'est égal? - Non.!.." (E.E.G. XIII, 1962, p:35)

Nous revenons plus longuement, ci-dessous et dans le cours n°2, sur cette jolie observation. Auparavant, nous ferons deux ajouts pour éclairer la position de Piaget sur le rôle du langage dans la création du nombre. Le premier montrera que le langage à lui seul, est insuffisant à fonder le nombre; le second rappellera que le langage décuple la puissance des relations établies entre les objets (correspondances, ajouts, retraits, etc.).

L’apprentissage des nombres pour un enfant des années 2000 obéit à un ordre inverse de l’ordre originel. Les mots-nombres lui sont donnés avant qu’il ait construit la quantité. A partir de cette notion d’ordre inversé, on peut mieux comprendre le débat sur l’origine des nombres opposant les empiristes et les constructivistes. Qu’est-ce qu’un nombre pour les constructivistes? Un nombre est une quantité, or une quantité est un tout qui se conserve quel que soit l’arrangement de ses parties et l’usage des mots-nombres ou le dénombrement correctement accompli n’en seront jamais des preuves suffisantes. Qu’est ce qu’un nombre pour les empiristes? Un mot nombre dit, entendu, lu de manière pertinente, un dénombrement exact accompli en de nombreux contextes auxquels vient s’ajouter la conservation d’un tout, simple étape dans la progression d’un nombre transmis culturellement. Mais d’où vient le nombre avant d’être transmis culturellement? La correspondance bi-univoque n’a pu être transmise à ses inventeurs, et il est difficile de la considérer comme une simple copie du réel physique. Exceptions faites des doigts des deux mains, il est rare de rencontrer des éléments physiques en congruence optique. D’autre part, la notion d’unité est ajoutée aux objets par les hommes quand ils égalisent les différences. Or, il semble que cette égalisation ne peut être une propriété des objets. Il y a plus, dès que les mises en correspondance exactes ont été effectuées, les propriétés des nombres ont été actualisées: les notions d’unités, de classe et d’ordre dont la synthèse donne lieu à la pratique de la somme, bref, tout le système des nombres existait avant d’être nommé. Triviale évidence qui devait être rappelée pour mieux faire comprendre la réserve que Piaget gardait face au maniement des mots-nombres. Il cherchait davantage les indices fiables de la transitivité plutôt que l’habilité à compter. Nous illustrerons la pratique de la transitivité dans notre fiction de façon à montrer son antériorité par rapport aux des habilités numériques.

Quand vous revenez de la chasse, vous distribuez votre butin, vous mettez en correspondance un morceau de viande et un homme. Mais vous constatez que deux ou trois hommes sont sans morceaux. Que s’est-il passé? Il y a bien des explications possibles. Vous faîtes comme si vous aviez pu contrôler l’équité du partage et l’exactitude de la correspondance entre les morceaux et les encoches. De ces deux hypothèses, vous tirez, par transitivité, l’inégalité entre les encoches et les hommes: "il y a moins de morceaux que d’hommes, or il y a autant d’encoches que de morceaux, donc il y a moins d’encoches que d’hommes". Et vous n’êtes pas obligé de prendre votre bâton pour mettre un homme en face de chaque encoche pour assurer la validité de votre déduction. Si les faits contredisaient votre déduction, il y aurait une erreur dans les prémisses, mais celle-ci n’annulerait pas la validité de votre déduction.

Il est certes impossible de prétendre que la sémantique ne joue aucun rôle dans l’invention du nombre. Personne ne sait encore si c’est l’usage des signes qui permet la pensée ou bien si c’est une différenciation de la pensée qui est à l’origine des signes. Nous avons voulu simplement montrer que le système des nombres était bien antérieur à sa désignation et, notamment à sa désignation collective. Gréco s’attachera à montrer que les jeunes enfants peuvent manier des mots-nombres sans les comprendre, Piaget montrera inversement qu'ils conservent des quantités discrètes, donc manient de vrais nombres, sans savoir les nommer. Ces deux faits ne plaident guère en faveur du rôle décisif de la désignation dans l’invention des nombres, il n’en reste pas moins qu’elle est indispensable à son évolution. Son pouvoir évocateur permet l’accès aux grands nombres et aux opérations qu’ils engendrent.

Imaginez, un petit moment, que vous ayez quelque chose comme 35000 encoches à tailler pour établir une correspondance entre des hommes et des encoches, et pensez à l’espace et au temps utiles à la réalisation de cette tâche. Vous comprendrez aisément. comment les signes permettent de franchir rapidement et sans occuper trop d’espace des distances indéfinies. En franchissant les limites de l’espace et du temps, le langage des nombres va permettre la découverte d’autres notions qui seront d’abord étiquetées par des signes connus des seuls inventeurs, ensuite par des signes collectifs. L’usage de signes collectifs est primordial pour comprendre la notion de normes de la raison que nous développons dans le paragraphe suivant. L’usage des signes collectifs est en effet indissociable du besoin de communiquer et vérifier la validité des notions établies, des nombres dans le cas qui nous occupe. Ce qui ne veut pas dire que l’usage de signes particuliers est attaché à des notions non valides. Les connaissances ne sont pas toujours celles de tous, mais elles doivent à tout le moins passer par un langage accessible à tous.

3. Le nombre dans la théorie piagétienne

Nous chercherons maintenant à situer le nombre tel que nous venons de le présenter au sein de la théorie constructiviste de Piaget. Ce qui nous permettra d’en préciser quelques points forts.

3.1. Le nombre et le constructivisme: une construction permanente, non déterminée et pourtant normative

De tout ce qui a été dit précédemment, on retiendra notamment que la découverte des unités est née d'un besoin de quantification exacte. Parti d'une correspondance hasardeuse, le moyen de satisfaire ce besoin s'est transformé en une correspondance tâtonnante avant d'aboutir à une correspondance exacte. Autrement dit, pour Piaget, la découverte des unités n'est pas innée, elle ne se rattache pas à un programme génétique prêt à être actualisé par le milieu. Cette découverte se construit au fur et à mesure des échanges permanents du sujet avec ses milieux physique et humain. Soulignons que cette construction est toujours mue par un mobile affectif (éviter puis éliminer une gêne) qui entraîne des réponses successives qui s'avèrent toutes insatisfaisantes jusqu'à la mise en place de la réponse la mieux adaptée. Naîtra alors un autre besoin toujours mu par l'élimination progressive d'une gêne qui réclamera à son tour une autre solution, telle que l'invention des bases. Précisons que cette solution nouvelle intégrera la notion d'unité et la rendra plus puissante en la rendant plus économique.

Ainsi évoluent tous les échanges du sujet avec ses milieux, c’est à dire, toutes les connaissances. Qu'il s'agisse de l'élaboration d'un geste précis ou de la mise au point de la correspondance exacte, le constructivisme fait de l’activité organisatrice du sujet le moteur essentiel de l'évolution des connaissances.

Cette conception appelle certains éclaircissements qui porteront d'abord sur les caractéristiques de l'évolution, ensuite sur celles des connaissances.

- L'évolution
Dans le constructivisme piagétien, l'évolution n’est pas déterminée, elle est imprévisible. Rien ne permettait à ceux qui ne pouvaient encore ressentir le besoin d'une quantification exacte d'envisager l'existence des unités. Rien ne permettait aux créateurs des unités de concevoir immédiatement les bases, les nombres négatifs, relatifs, etc. 

Toutefois, l'évolution n'est pas arbitraire. Elle est, au contraire, très normative. La recherche de l'exactitude se fait en effet selon un ordre nécessaire et constant. La correspondance tâtonnante précède obligatoirement la correspondance exacte, de même que la surcharge des unités précède obligatoirement l'invention des bases. Quelle que soit la notion construite, il existe un ordre inévitable et immuable, à peine sensible aux variations inter-culturelle, qui donne à cette construction un caractère très normatif (Dasen, 1998).

Il peut vous paraître difficile de concilier les caractères imprévisible et normatif de l'évolution des connaissances. Si le caractère imprévisible va relativement bien avec le constructivisme puisqu'il tient à une succession de réponses de plus en plus raffinées suscitées par des besoins de plus en plus exigeants. il n'en va pas de même du caractère normatif qui s'accorde apparemment moins bien avec le constructivisme qu'il ne le fait avec l'innéisme ou l'empirisme. 

Une évolution normative se marie, en effet, fort bien avec les conceptions innéistes de l'évolution des connaissances puisque celles-ci peuvent être ramenées à un programme génétiquement préétabli dans lequel les normes fixées au départ n'ont plus qu'à être actualisées. Le caractère normatif des connaissances peut également s'accommoder d’une conception empiriste moderne de l’évolution. Selon ce courant, le milieu humain joue un rôle essentiel puisqu’il transmet des connaissances établies de longue date et retenues par le groupe d’appartenance.

Dans le constructivisme, par contre, les connaissances ne sont ni préétablies ni transmises telles quelles par le milieu. Les normes sont construites par le sujet qui cherche des solutions susceptibles de le satisfaire mais qui devront satisfaire également le plus grand nombre. Une connaissance individuelle, non vérifiable, sera délaissée à plus ou moins long terme. Il s'agira d'une solution erronée ou inachevée vouée à être éliminée ou dépassée au profit d'une solution correcte, c'est-à-dire une norme reconnue par tous comme la solution la plus efficace en fonction des moyens disponibles et des objectifs à atteindre.

La mise au point d'un geste rapide précis et efficace illustrera ce propos. Une telle transmission passe pour tous par des tâtonnements dispendieux qui seront progressivement éliminés jusqu'à l'obtention du geste le mieux adapté garantissant un minimum de risques. Ce geste sera salué par tous comme le meilleur possible en fonction des moyens disponibles et des cibles à atteindre au moment de sa réalisation. Ce qui ne signifie en aucune façon que ce geste sera pour toujours le meilleur. L'évolution des moyens à disposition, des obstacles à éviter ou des objets à atteindre réclameront d'autres mises au point qui devront toujours répondre aux mêmes critères de rapidité, d'efficacité et de risques minimisés.

Cela étant, La construction des normes dans la théorie piagétienne pose au moins deux questions non débattues jusqu'à présent : d'où vient la recherche permanente de l'exactitude? Et comment la reconnaît-on?

Pour Piaget, le besoin d'exactitude, tout comme les unités, n'est pas inné. Il n'est pas non plus transmis par le milieu qui s’avère impuissant à faire ressentir la nécessité d’un besoin. En fait, la recherche de l'exactitude de la correspondance répond probablement au prosaïque besoin de ne pas se faire voler, besoin vivement ressenti par les différents protagonistes d’un ultime échange effectué sans précision. La solution inventée: "un pour un seulement" à condition d’être contrôlable, sera reconnue par tous ceux qui éprouveront ce même besoin comme la solution la plus équitable. De sorte que la recherche permanente de normes répond à un constant besoin d'efficacité toujours améliorable et leur reconnaissance passe par la vérification très critique de ceux qui vont en éprouver la validité avant de l'utiliser.

On retiendra donc que la reconnaissance des normes ne relève jamais d'une acceptation passive du sujet. Une norme, une connaissance normative peut et doit être vérifiée; elle ne peut en aucune façon être confondue avec une croyance, fût-elle partagée par beaucoup, qui répond au besoin de croire et non pas à celui de comprendre.

Ainsi, vous n’aurez aucune peine à faire croire à un enfant de 4 ans que l'on peut mettre 3 ou 6 doigts face à un seul homme pour avoir égal d'hommes et de doigts. Cette correspondance inexacte et instable ne gênera guère la crédulité de l'enfant qui est étayée par son incompréhension totale du problème posé; c’est à dire par l’absence criante chez lui d’un besoin de quantification. En revanche, lors d'un échange "un pour un", un enfant de dix ans, tout comme vous ou les premiers marins ou marchands habiles à manier la correspondance, vérifie avec minutie que l'on a bien mis "un pour un seulement". En pareil cas, la correspondance exacte fonctionne comme une norme vérifiée et vérifiable par chacun. 

3.2. Le nombre et les connaissances

Nous apporterons d'abord quelques précisions sur le type de connaissances qui intéressent Jean Piaget, après quoi nous donnerons un aperçu très général de la typologie des connaissances.

3.2.1. Les connaissances “piagétiennes”

Qu'il s'agisse de la mise au point de la correspondance ou de celle d'un geste précis, Piaget ne s'intéresse qu'à la signification que le sujet confère à ce qu'il sait faire ou dire à un moment t de son développement. Or, la construction de la signification d'une connaissance est une construction particulière au sujet qui, nous l’avons déjà souligné à plusieurs reprises, ne peut lui être directement apprise par ses milieux éducatifs. On appellera cette connaissance une connaissance acquise spontanément par opposition à une connaissance transmise. L’opposition entre connaissances acquises et transmises, ou si l’on préfère entre développement et apprentissage, est un des points forts du constructivisme souvent considéré excessif depuis les nombreux travaux menés sur l’apprentissage des notions logiques (Bideaud, 1988, 1991; Villette, 1996), mais qui mérite qu’on s’y arrête.

S’il est, en effet, trivial de postuler que l’ invention du nombre ne peut être assimilée à une connaissance transmise, il est plus audacieux de postuler que la construction de sa signification ne pourra être directement transmise aux successeurs très lointains de ses créateurs. Excessive ou audacieuse, l’hypothèse piagétienne est néanmoins étayée par de nombreuses observations. C’est ainsi que Pat (cf. observation de Gréco ci-dessus) et Rébecca (cf, annexes du cours n°2, p: ) savent très bien dénombrer pour le premier, compter de l’œil et ne jamais recompter un élément peu saillant pour la seconde, sans pour autant avoir fini de construire la signification du nombre. En distinguant nettement entre développement et apprentissage, le constructivisme fait de tout sujet apprenant le nombre, ou toute autre notion, un sujet qui doit se poser naturellement les mêmes questions que ses inventeurs pour la comprendre. Cette position est originale et démarque radicalement le constructivisme de l’empirisme.

3.2.2. Typologie générale des connaissances

En somme, nous venons de montrer qu’il existait, pour Jean Piaget, deux types de connaissances: les connaissances transmises et les connaissances réellement acquises. Si les secondes ont nécessairement besoin des premières pour être construites, seules les connaissances acquises spontanément intéressent Piaget.

D’une manière générale, ces deux catégories peuvent elles-mêmes être subdivisées en deux autres catégories qui sont établies sur le mode de fonctionnement des connaissances: les connaissances procédurales et déclaratives. Cette distinction a été mise au point par Ryle (1949), mais c'est à partir d'un texte de Bresson (1987) que nous la présenterons. Les connaissances procédurales ne sont pas autonomes, elles ne peuvent être évoquées sans qu'on soit dans l'obligation de les exécuter; tandis que les connaissances déclaratives sont des connaissances autonomes dont on peut évoquer les règles sans avoir à les exécuter. Et Bresson s'empresse d'ajouter: "… l'opposition déclarative procédurale n'est pas exclusive mais plutôt polaire…" (Psychologie, p: 948). Ce qui signifie qu'on ne peut établir de coupures ou de hiérarchies franches entre les connaissances procédurales et déclaratives. Les connaissances procédurales peuvent devenir déclaratives et réciproquement.

Par exemple, la correspondance peut être en ses débuts une connaissance procédurale: on sait comment faire mais on ne peut encore expliquer tous les obstacles qu'il a fallu éviter et comment ils ont été évités. Cette connaissance n'est donc pas déclarative. Une fois parfaitement maîtrisée et face à la nécessité d'être transmise, la correspondance pourrait devenir une connaissance déclarative et être passée sous forme d'informations très précises. Et pourtant, bien que possiblement déclarative, elle pourra de nouveau prendre le statut d'un savoir procédural, faute d'avoir à être transmise; les règles pourraient redevenir alors inexplicites pour le sujet qui les appliquerait de façon automatisée et sans bavures.

Si nous essayons maintenant d'établir un lien entre les connaissances acquises par le sujet "piagétien" et la distinction de type procédural/déclaratif, il apparaît que Jean Piaget ne s'intéresse qu'au "statut" du procédural et du déclaratif. Ainsi, un enfant peut manier un faux ou un vrai nombre de manière procédurale: il ne vérifie pas ou vérifie systématiquement le "un pour un" sans savoir immédiatement expliquer comment il a fait (Siegel,1978). De même, un enfant comme Pat peut avoir des informations justes sur le nombre: il sait préciser correctement qu'avant 9, il y a 8 et que, encore avant, il y a 7 sans utiliser pour autant un vrai nombre. Il ne possède alors que des connaissances déclaratives à propos d'un faux nombre. En revanche, un enfant un peu plus âgé conciliera de justes informations avec le maniement d'un vrai nombre, comme nous l’indiquons dans le cours n°2.

3.3. Le nombre et l'épistémologie

Jean Piaget, nous l'avons souligné plus haut, a choisi d'établir un parallèle entre l'histoire des connaissances dans leur entier et l'évolution des connaissances chez l'enfant. Ce souci épistémologique répond à l'une des définitions qu'il donne de l'épistémologie: "... le passage des états de moindre connaissance aux états de connaissance plus poussée" (L.C.S., 1967, pp.:7). Ce souci épistémologique, premier dans son oeuvre, fera de la psychogenèse de l'intelligence la science expérimentale d'une réflexion épistémologique approfondie. Cette priorité a de nombreuses implications et nous en soulignerons ici quelques-unes.

La première est que toute épreuve piagétienne, jusqu'en 1970 à peu près, tente de retrouver les origines de la notion qu'elle évalue. Par conséquent, pour retracer la genèse du nombre, Piaget et Szeminska ne demanderont jamais aux enfants de compter ou encore s'ils savent compter, puisqu'ils n'auraient jamais pu poser ces questions aux inventeurs du nombre. En revanche, ils fabriqueront des épreuves chargées de déceler le moment où les enfants passent de jugements fondés sur les seules qualités des objets à des jugements portant sur les quantités qu'ils représentent.

La seconde implication, nous venons de l'évoquer précédemment, est que tout enfant doit réinventer le nombre et en découvrir seul sa signification. Mais, cette découverte demandera à chaque enfant 6 ou 7 ans dans nos pays et non pas des millénaires. Le raccourcissement spectaculaire de la durée prouve, s'il en était besoin, la nécessité de transmettre, implicitement ou explicitement, des connaissances procédurales ou déclaratives distinctes des connaissances réellement acquises.

La troisième et dernière implication est que la construction d'un vrai nombre, c'est-à-dire la capacité d'abstraire une même quantité à partir d'objets ayant des formes différentes, passe pour tout enfant par des étapes qui sont en partie semblables à celles de leurs lointains prédécesseurs. Autrement dit, il existe une résistance des origines des notions telle qu’elles sont permanentes. Elles seront contenues dans une structure d’ensemble qui les intègrera et les dépassera d’où une construction qui s’établit dans un ordre nécessaire et constant. Ainsi il est toujours nécessaire d’avoir eu besoin de partager un tout en des morceaux égaux et toujours susceptibles de se correspondre quel que soit leur arrangement pour construire la quantité numérique. Cette permanence des obstacles d’origine s’oppose notamment à l’empirisme pour lequel l’adaptation au milieu est de type "opportuniste". Dans le constructivisme, au contraire, la similitude des obstacles fait que seules les étapes susceptibles d'être intégrées dans les solutions finales seront prises en considération. Les étapes d'errance ou de déviance obscures ne retiendront pas l'attention de l'épistémologue Piaget dans la mesure où elles seront toujours vouées à être rejetées. Cet optimisme convient davantage, il est vrai, à l'histoire des mathématiques qu'à celle des sciences de la nature (Houdé, 1995).

3.4. Le nombre et l'intelligence logico-mathématique

Nous avons dit plus haut que le langage décuplait les capacités d'abstraction mais qu'il n'en était pas le support essentiel pour Jean Piaget. Cette position est originale car on a longtemps pensé, et l'on continue de penser, que l'abstraction est intimement liée au langage et qu'elle en est la conséquence. Mais si l'on veut bien comprendre qu'abstraire ne signifie pas évoquer des objets absents à l'aide de mots et que cela ne signifie pas non plus avoir accès à des catégories "abstraites" telles que l'amitié, l'intelligence et l'abstraction elle même, etc., on comprendra mieux la position de Piaget. Abstraire signifie, répétons-le, extraire une propriété commune à des objets distincts. En d'autres termes, cela revient à distinguer les caractères permanents des caractères qui varient. Cette capacité est pour Piaget (1968) synonyme de l'intelligence logico-mathématique dans ses formes les plus élémentaires ou les plus élaborées. Cette distinction entre caractères permanents et variables est présente dans la plupart des conduites décrites jusqu'à présent. Pour reconnaître des visages, il convient d'établir, en effet, la permanence des visages dans un temps et un espace qui varient. Pour réaliser une correspondance exacte, il faut construire également la permanence du "un pour un" illisible dans les données.

Mais savoir que les capacités d'abstraction sont les composantes essentielles de l'intelligence, et que plus précisément, l'abstraction réfléchissante est la composante de l'intelligence logico-mathématique, ne dit rien encore de la nature même de cette intelligence. Pour Piaget, la pensée intelligente, qui abstrait des propriétés illisibles, est faite d'actions exécutées mentalement coordonnées les unes aux autres.

Cette nature de l'intelligence n'est pas du tout aisée à comprendre. Pour tenter d'en construire la signification, on rappellera d'abord avec force que selon Piaget (1967) une action exécutée mentalement n'est pas une action que l'on se représente ou dont on se représente les résultats: "Que cette transformation soit effectuée matériellement ou symboliquement, il s'agit dans les deux cas d'une transformation authentique..."(L.C.S., p. 31). En clair, c'est bel et bien la pensée qui se déplace, qui va d'avant en arrière pour établir des liens entre les états qu'elle perçoit ou les images mentales qu'elle en a.

Lorsque la correspondance est encore tâtonnante, la pensée statique à laquelle elle appartient cherche une congruence optique entre les différents éléments. A ce niveau, dans la fiction précédente, vous avez vainement essayé de mettre en correspondance vos doigts et vos congénères afin de voir un face à un. Vous avez écarté vos doigts au maximum mais sans parvenir à mettre un doigt et un seul face à un homme et un seul. Toutefois, à force d'écarter vos doigts, vous vous êtes aperçu que la distance entre votre pouce et votre petit doigt augmentait, sans pouvoir encore concevoir que leur écartement était indissociable de leur allongement. Vous regardiez et vous évoquiez l'écartement et l'allongement comme s'il s'agissait de deux actions distinctes l'une de l'autre. Votre pensée, moulée dans l'abstraction simple, ne dépassait aucun obstacle.

Par contre, lorsque vous avez réalisé une correspondance exacte, ou bien vous avez fait défiler des hommes pour "raccourcir" leur longueur afin que chacun corresponde à un seul doigt, ou bien vous vous êtes déplacé pour "allonger" votre main afin de mettre un doigt face à un seul homme. Et, en vous déplaçant vous vous êtes bien sûr écarté de votre point de départ etc. Quel que soit le moyen utilisé, vous avez réalisé une correspondance exacte, en sachant (de manière procédurale ou déclarative, peu importe) que le raccourcissement était indissociable du resserrement et que l'écartement était indissociable de l'allongement. Dans la théorie piagétienne, cette permanence du "un pour un", gagnée contre des positions qui ne la rendent pas visible, est le résultat d'une pensée réversible qui relie chaque homme à chaque doigt par un déplacement qui annule les différences de longueur: les hommes "trop écartés" défilent pour être resserrés et raccourcis, les doigts trop serrés et trop courts sont déplacés pour être "allongés". Ces déplacements sont coordonnés en pensée: l'allongement annule le raccourcissement et réciproquement (réversibilité par inversion), de même que l'allongement est solidaire de l'écartement, et le raccourcissement du resserrement (réversibilité par réciprocité). Ce n'est que lorsque ces différentes coordinations sont possibles que les liaisons adéquates entre les objets deviennent possibles à un moindre coût.

Ajoutons pour lever toute équivoque que l'intelligence ne se réduit jamais à effectuer ou à évoquer des actions qui se succèdent sans qu'elles entretiennent entre elles des liens de nécessité. Aucun acte intelligent ne peut correspondre à un acte isolé. Aucun nombre, aucune classe n’existe isolément. Ils sont reliés par des actions (+, -), ((, () en des systèmes.

Si vous vous déplacez d'abord en avant et ensuite en arrière pour mettre en correspondance vos doigts et les hommes, vous faites des sottises, vous recomptez les mêmes éléments. Votre main et votre corps obéissent à une pensée non dirigée (discontinue) qui dissocie chaque action sans savoir qu'elles s'annulent l'une l'autre. Le déplacement en avant (l'allongement) et le déplacement en arrière (le raccourcissement) sont bien des actions qui peuvent être exécutées et évoquées mais tant qu'elles ne sont pas connues réversibles, elles ne font que multiplier les obstacles de la correspondance au lieu de les supprimer.

Par conséquent, lorsque Jean Piaget prend soin de définir l'intelligence logico-mathématique et l'abstraction réfléchissante qui la gouverne par des actions exécutées mentalement et organisées entre elles, il soutient que le caractère dynamique de la pensée (actions mentales) est indissociable de son caractère organisé (une action implique nécessairement celle qui l'annule et celle qui en est solidaire). C’est à ce prix seulement qu’elle peut être composée à une autre qui en entraîne une troisième.

Nous revenons de manière très détaillée sur la construction d’une pensée réversible dans le cours suivant.

ANNEXES DU COURS N° 1: Commentaires sur tous les points du cours suivis de questions posées par les étudiants

Exceptionnellement pour ce premier point, la seule question posée précédera les commentaires.

1. Question et commentaires sur l’origine

1.1.Pouvez-vous présenter une fiction autre que celle d'un partage de nourriture et préciser en quoi elle pourrait être une pièce à verser au dossier du constructivisme? 

Je vais essayer. Mais je soulignerai d'abord que toute fiction révélant l'importance de la correspondance pour expliquer l'origine du nombre fait l'objet d'un consensus chez de nombreux épistémologues du nombre. Celles que je présente servent, il est vrai, le constructivisme.

Dans la fiction rapportée précédemment comme dans celle qui va suivre, l'objectif premier est de décrire les conduites qui ont précédé l’invention du nombre puis celles qui en sont constitutives.

Je rappellerai d'abord brièvement ces conduites avant de présenter la fiction du berger.

a) La première consiste à transformer un tout confus, un objet appréhendé de manière globale en des éléments distincts les uns des autres.

b) La deuxième consiste à discriminer de manière très fine les éléments qui composent le tout: " celui qui est ici, à côté, derrière, en haut, etc". Bref, le tout est finement délimité, tous ses éléments sont perceptivement connus.

c) La troisième est constitutive du nombre mais elle a nécessairement besoin de celles qui la précèdent. Conduite décisive, pièce majeure du constructivisme, parce qu'elle ne relève plus du tout des perceptions, tout au contraire, elle les défie. Les éléments qui avaient été si bien identifiés dans l’espace sont cette fois-ci bousculés, leur configuration est transformée à de multiples reprises et, en dépit de tous ces désordres et transformations, l’égalité entre la configuration de départ, les configurations intermédiaires et la configuration d’arrivée est conservée. Bref, la conservation assurée en dépit de la forme et de l' ordre des éléments, se fonde sur la capacité du sujet à introduire une correspondance terme à terme entre tous les éléments de chacune des configurations. 

La fiction du berger

Entre 9000 et 8000 avant J.C,. vous êtes berger(e) et vos moutons s’éloignent du champ d’origine. Vous vous inquiétez de savoir combien ils seront à leur retour: "autant", "plus", "moins?" Ces trois questions sont capitales. Comment allez-vous y répondre?

a) Par une estimation perceptive de la numérosité du troupeau? Vous y verriez un peu plus clair, mais insuffisamment. S' il va de soi que l'absence de rares moutons noirs serait criante à l'arrivée, il se pourrait que des moutons blancs aient disparu etc. Les comparaisons que vous pourriez donc effectuer entre les formes globales des troupeaux du départ et de l'arrivée aboutiraient à une estimation trop approximative pour vous satisfaire.

b) Vous allez imaginer une solution plus satisfaisante: il faudrait pouvoir mettre un mouton d’arrivée face à un mouton du départ. Il vous faut donc garder une trace fixe et fiable de tous les moutons du départ. Vous avez l'intuition de la correspondance bi-univoque.

c) Comment allez-vous réaliser cette correspondance? Les moyens essayés tels que les pointages des doigts d'une main sur chaque articulation du corps ne vous permettent pas de visualiser le résultat fini de la correspondance (Ifrah, 1994). Vous allez donc tailler sur des bâtons une encoche pour un mouton et une fois cette correspondance terminée, vous pourrez encore contrôler son exactitude, et la corriger au besoin. En comparant l'espace occupé par vos moutons et vos bâtons, vous déduirez les propriétés de la correspondance exacte: elle est indépendante des longueurs, des formes des collections, et de l'ordre de leurs éléments.

1.2. Commentaires

J'en viens maintenant à cibler deux points essentiels du constructivisme à partir de la description et de l'analyse de ces conduites.

1°) Toute connaissance logico-mathématique se tire des propriétés que le sujet abstrait de ses activités sur les objets.

De la mise au point de la correspondance exacte, le sujet tire les notions d'unité et d'égalité. Il a transformé les éléments discrets de chaque collection en des unités numériques: 1 mouton de départ = 1 doigt = 1 encoche = 1 mouton d’arrivée. Il a donc égalisé toutes les différences qui existaient entre les éléments des collections de nature différente: tous les moutons de départ = tous les doigts = toutes les encoches = tous les moutons de l'arrivée.
Ce faisant, et ce point est capital pour comprendre le constructivisme, il a ajouté des propriétés aux objets qui ne laissent aucune trace sur eux: 1) être des unités, 2) être des collections égales. Bref, il a inventé la notion de quantité, dont il sait parfaitement qu'elle est libérée de l'ordre et des configurations spatiales. C'est dire l'excellent alibi de la quantité à l'égard des objets: elle ne laisse aucune trace sur eux. Le sujet ne voit ni les unités ni les égalités ou les inégalités mais les éléments et les collections qui les figurent.

2°) Toute nouvelle connaissance naît de celle qui la précède dont elle conserve les acquis tout en les transposant à un niveau supérieur. Grâce à l'invention de la quantité numérique, le sujet est passé de la logique aux mathématiques, tout du moins dans la version piagétienne des faits (1949, pp.153-155).
Peu de temps avant d'avoir mis au point la correspondance exacte, le berger savait déjà affirmer qu’il y avait plus de moutons que de moutons blancs. Il savait comparer quantitativement une partie avec son tout. Cette comparaison quantitative intensive relève de la logique des classes. Lorsqu'une classe est incluse dans une autre, leur comparaison quantitative laisse le nombre inutile pour établir un rapport quantitatif vrai. Le berger avait donc probablement construit un système d'emboîtements de classes quand il s'est demandé si l’ensemble des moutons qui était partis était égal, supérieur ou inférieur à l’ensemble des moutons qui étaient revenus. Ces deux classes étant mutuellement emboîtées l’une dans l’autre, la quantification intensive n'apportait aucune réponse valable à ses questions. Par contre, une fois les unités et les procédés de quantification exacte inventés la comparaison quantitative entre des classes de même niveau d'emboîtement (ses propres moutons, son troupeau et celui du voisin, les hommes et les femmes de sa tribu, etc.) est devenue possible. En inventant les unités numériques (1 mouton quelconque = 1 encoche quelconque), les rapports quantitatifs entre les parties d'un même tout sont devenus calculables. Les mathématiques sont nées. L’estimation approximative de la numérosité va être progressivement délaissée. Les procédures de quantification intensive qui atteignaient déjà des rapports quantitatifs nécessairement vrais seront bien sûr conservées mais améliorées par les procédures de quantification numérique. Celles-ci seront allégées par l'invention des bases, de la numération parlée, et beaucoup plus encore par la mise au point des signes écrits universels.

2. Commentaires et questions sur les conditions psychologiques

2.1. Commentaires sur la transgression de l’irréversibilité du temps.

Cette première condition est essentielle. Elle consiste à pouvoir relier un objet réellement présent ou évoqué à un objet passé ou futur. Ainsi, vous pouvez penser à vos moutons absents et à leur retour en regardant simplement votre bâton, sans qu’un seul mouton soit présent. Cette possibilité d’évoquer un objet appartenant à une expérience passée ou future, sans aucune présence tangible de l'objet au moment de l'évocation, est une condition spécifiquement humaine comparativement à la mémoire de récognition qui existe, elle, chez les animaux. Pour souligner combien les progrès de l'évocation sont solidaires des progrès de la permanence de l'objet et plus encore de la conservation, on comparera l'évocation chez le bébé d'un seul petit mouton en peluche qui vient tout juste de disparaître et l'évocation chez le berger d'un troupeau parti pour longtemps dans un endroit relativement éloigné. Et mieux encore, une quantité disparue est conservée hors de l'espace et du temps grâce à une collection d'encoches qui en est une des figurations possibles parmi de nombreuses autres.

Un mot de plus sur la nécessité de cette première condition psychologique. Quand vous avez réalisé la correspondance, vous avez commencé à essayer de mettre un pour un, et ce projet entrepris dans le passé est continué dans le présent et poursuivi dans le futur. Il y a mieux. Vous pouvez aussi annuler le passé, décrypter une erreur et la corriger. Vous pouvez également choisir de vous arrêter à un moment donné afin de continuer le lendemain. Bref, si vous ne tenez pas votre projet au-dessus du cycle du temps, vous ne pouvez absolument pas réaliser une correspondance exacte qui nécessite toutes les autres conditions.

2.2. Commentaires et questions sur l’abstraction

2.2.1. Commentaires sur l'abstraction.

La deuxième condition psychologique est l’abstraction. Nous avons défini l’abstraction comme la capacité à isoler une propriété commune à partir d’objets différents. Mais les différentes natures des propriétés permettent de distinguer deux types d’abstraction. Une capacité d’abstraction de type empirique consiste à isoler des propriétés inscrites sur les objets. Ex: la réunion des doigts pour en faire des collections utiles à la correspondance relève d’un mode d’abstraction empirique puisque la propriété "doigt" est portée par les objets. Une deuxième capacité d’abstraction de type réfléchissante ou constructive consiste à isoler des propriétés qui ne sont pas portées par les objets mais construites par le sujet et projetées par lui entre eux. Ex: l’égalité quantitative entre les doigts, les hommes, les encoches et les morceaux de gibier est déduite des mises en correspondance successives avant d’être réintroduite ente les objets. Construite sur les objets, attribuée aux objets par l’homme, et tirée de ses activités groupées de manière cohérente, la quantité n’est jamais portée par les objets eux-mêmes.

Soulignons que ces deux capacités d’abstraction sont interactives et nécessaires l’une à l’autre. Pour déqualifier les objets, pour arriver à faire qu’un doigt vaille pour un homme ou pour une encoche, il faut égaliser les différences entre les objets de même genre, et pour établir une égalité entre les quantités de doigts, d’hommes et d’encoches, il faut ne plus tenir compte du tout des genres différents des objets. Or pour arriver à faire tout cela, il faut avoir reconnu les différences intra et intergenres. Bref, pour établir une égalité, il faut auparavant avoir isolé les propriétés: "doigt" et "distinct de" qui sont toutes deux portées par les objets.

Pour mieux marquer la différence entre ces deux types d’abstraction, on ajoutera que si "être distinct" est une propriété portée par les objets, "être un élément distinct qui vaut pour un autre distinct" est une propriété construite sur les objets. Cette feuille est distincte de la table qui est distincte du magnétophone, ces distinctions, ces limites sont portées par les objets; il est possible de les toucher, de les suivre avec les yeux ou les doigts. Ces propriétés sont inscrites sur les objets et portées par eux. Leur abstraction relève d’un processus d’abstraction empirique. Alors que "valoir un pour un" se tire d’une mise en correspondance entre des objets déqualifiés. Par conséquent, le nombre "cinq" n’est pas porté par les doigts, et l’on ne voit pas "cinq" doigts ou "cinq" pages comme l’on voit le majeur ou la page blanche.
Dans ses derniers écrits, Piaget (1970, 1974) expliquera davantage en quoi consiste l’interaction entre les deux types d’abstraction qu'il a établis: "l’abstraction empirique n’intervient jamais à elle seule à quelque niveau que ce soit: ... pour tirer quelque information d’un objet... il est indispensable d’utiliser des instruments d’assimilation, qui sont alors de nature mathématique: une mise en relation, une ou plusieurs classes, ... des correspondances, des fonctions, des identités, équivalences ou différences, etc.; bref tout un ensemble d’instruments nécessaires à la "lecture" même de l’expérience... Or il est clair que ces instruments rendant seule possible l'abstraction empirique ne sont pas tirés de l’objet puisqu’ils constituent les conditions préalables de sa prise de connaissance. Ils sont donc dus à des activités du sujet (prémisses d’abstractions réfléchissantes ultérieures) même si l’abstraction empirique qu’ils rendent possible ne tire ensuite ses produits que de l’objet... Il en résulte que la donnée de fait constitue bien une propriété des objets atteinte en ce sens par abstraction empirique. Mais elle n’est telle qu’en son contenu et elle présente d’emblée une forme logico-mathématique. Aux niveaux primitifs, cette forme est d’une très grande simplicité, mais ce caractère s’accentue avec les progrès de l’intelligence sans que la science n’atteigne jamais le contenu empirique à l’état "pur", ce qui reviendra à dire sans forme...

Quant à l’abstraction réfléchissante, sa grande différence avec la précédente est que, par son développement, elle atteint finalement un état "pur" puisqu'elle est la seule à soutenir et à animer l’immense édifice des constructions logico-mathématiques. Son pouvoir croissant se manifeste en particulier par l’élaboration continuelle d’opérations nouvelles portant sur les précédentes, ce qui comporte une fécondité illimitée.

Mais, en réciprocité partielle avec l’abstraction empirique, qui a besoin d’elle pour fonctionner, l’abstraction réfléchissante sous ses formes élémentaires n’est accessible au sujet qu’incarnée en des objets... cette incarnation ne signifie pas qu’elle va porter sur des caractères que les objets possèderaient indépendamment du sujet (comme leur poids ou leur grandeur); il s’agit du caractère momentanément introduit par le sujet dans ces objets comme de les ordonner, de les mettre en correspondance, etc... En ses formes supérieures, l’abstraction réfléchissante peut se libérer de tout rapport avec des objets matériels". (A. V. P. I., pp: 82-84)

2.2.2. Questions posées sur l'abstraction

Question n° 1: Est-il possible de distinguer les deux processus d’abstraction dans tous nos comportements?

Si on les analyse, cela doit être possible en gardant à l’esprit que cette distinction est une clef du constructivisme et que ces deux types d’abstraction sont toujours à l’œuvre simultanément.

Cela rappelé, vous avez probablement raison de vous interroger sur la classe des comportements ou des conduites qui pourraient davantage relever de l’abstraction empirique ou de l’abstraction réfléchissante. Si vous relisez les lignes de Piaget citées ci-dessus, vous verrez qu’il introduit une différence entre les contenus (abstraction empirique), toujours saisis par des formes (prémisses de l'abstraction réfléchissante), et les formes qui finissent par se réfléchir elles-mêmes (abstraction réfléchissante). Par exemple, les couleurs, les poids, les tailles sont des contenus de pensée abstraits de manière empirique, mais ils sont toujours relatifs à des mises en relation qui donnent lieu à des réunions ou à des séparations (bleu n’est pas rouge, le caillou est lourd et le sable léger...). Ces mises en relation (opposition, identité) vont constituer des systèmes qui seront eux-mêmes réfléchis (connaissances logico-mathématiques).

On peut toutefois retenir un autre moyen susceptible de départager les propriétés empiriques des propriétés construites. Ce moyen consiste à savoir si les propriétés extraites (=abstraites) se prêtent ou non à des figurations analogiques. Ainsi vous pouvez dessiner des éléments distincts en laissant un espace entre eux, tandis que vous ne pouvez pas dessiner l’égalité. Vous pouvez l’exprimer par un symbole qui ne lui ressemble absolument pas. Il n’y a aucun lien analogique entre le signe égal et l’égalité quantitative. En bref, les propriétés portées par les objets se prêtent le plus souvent (mais pas toujours) à des représentations analogiques et les propriétés construites ajoutées aux objets ne s’y prêtent jamais.

Vous vous demandez si l’identification d’un bâton qui porte des encoches relève d’un processus d’abstraction empirique ou non? Tout dépend de l’identification faite. Si vous êtes encore prisonnier de l’abstraction empirique et d'instruments d'assimilation rudimentaires, vous regarderez les dessins sans penser qu’ils donnent une indication essentielle sur la valeur d’un troupeau ou d’un butin. Si vous avez déjà tracé des encoches sur un bâton, vous penserez que ces dessins symbolisent une quantité. Vous ne lirez pas la correspondance exacte, vous la projetterez entre les encoches grâce au processus d'abstraction réfléchissante.
Question N° 2: Mais la correspondance exacte qui est la base de l’égalité ou non entre deux collections se prête à une figuration analogique? Non?

C’est vrai pour une correspondance optique lorsque un est mis sous un, mais si l’égalité quantitative ainsi symbolisée peut être lue, elle doit être déduite lors d’une mise en correspondance entre unités qui ne sont pas nécessairement l’une en face de l’autre. Elle doit être conservée sous de multiples formes différentes qui ne la rendent pas lisible. Si l’égalité n’est pas conservée, elle n’existe pas. Dès que vous ne pouvez plus voir "un sous un et sous un seulement", vous êtes obligés d’agir sur les objets, de les déplacer, de les sérier, de vérifier que celui-là a déjà eu un caillou. Or, toutes ces activités qui ne sont pas portées par les objets, mais construites par le sujet, sont celles qui permettent d’établir une égalité quantitative quand elles sont groupées. Par conséquent, si la correspondance peut dans certains cas être visible, elle doit pouvoir se conserver sans ne plus être visible du tout pour être une vraie correspondance bi-univoque. En ce cas, elle n’est donc pas figurable de manière analogique.

Question N° 3: Est-ce que cela veut dire que lorsque la correspondance est figurée la quantité n’est pas assurée?

Encore une fois cela dépend de la capacité du sujet à conserver la correspondance lorsqu’elle n’est plus figurée. Ce n’est pas parce qu’un enfant dit 5 en mettant les 5 doigts de sa main gauche face aux 5 doigts de sa main droite qu’il utilise nécessairement des propriétés construites sur les objets, et qu’il manie une vraie égalité. Cela peut être un apprentissage sensori-moteur et verbal. Alors que lorsqu’un enfant montre ceci avec sa main gauche (IIII I) en affirmant c’est pareil que cela (II III), en montrant les doigts de sa main droite, cette affirmation est cette fois-ci une vraie égalité qui relève d’une propriété construite sur les objets, à condition bien sûr que cette conduite ne soit pas un simple apprentissage sensori-moteur. Dans les partages différents de la main droite et de la main gauche, on ne peut plus lire "le doigt pour le doigt". Le tout (les doigts de la main) a été partagé en unités mises en correspondance quelle que soit la manière de les arranger. Du partage de chacune des collections totales en unités naissent des égalités tirées de leur composition: 5 doigts écartés = 4 doigts rapprochés et 1 écarté = 2 séparés et 3 réunis, etc. En clair, voir "un pour un" est le résultat d'une correspondance qualitative. Ce n’est donc jamais un indice suffisant de la correspondance numérique ou quelconque: "un = un".

2.3. Commentaires et questions sur la fonction symbolique et le langage

2.3.1. Commentaires sur la fonction symbolique

Nous rappellerons d'abord que le langage n’est qu’un des aspects de la fonction symbolique dont nous présentons les principaux aspects ci-dessous. Ce développement sera un peu long car il s’adresse à des étudiants n’ayant jamais fait de psychologie.

A) Définition: "la fonction symbolique "consiste à évoquer des objets ou situations non perçus actuellement en se servant des signes ou des symboles différenciés de leurs signifiés." (T.P.E.7., 1990, p.75)

Le propre de l’activité symbolique est de pouvoir se représenter des objets absents. Cette capacité est spécifiquement humaine, elle accompagne les autres conditions psychologiques nécessaires à la mise en place du nombre présentées auparavant. Je donnerai maintenant des éclaircissements sur les représentants que Piaget appelle des signifiants en précisant ce qu’il représente. Les représentants peuvent être subdivisés en deux catégories. Les signifiants indifférenciés et les signifiants différenciés. 

B) Les signifiants

a) les signifiants indifférenciés: les indices

 * définition: "les indices sont une partie où les traces du représenté qui est seulement partiellement absent" (T.P.E.7., 1990, pp.74-75). L’indice n’est pas la meilleure façon de faire fonctionner la fonction symbolique dans la mesure où il est une partie ou une trace de l’objet que l’on cherche à représenter. L’objet est donc partiellement présent. Ce n’est pas pour autant que le représenté est toujours facile à deviner. Il y a toutes sortes d’indices difficilement identifiables pour des raisons différentes.

* exemples:

En dissimulant en partie un chiffre écrit, j’en donne un indice. Peut-on aisément trouver le représenté? Non. C’est moins facile que de deviner un biberon caché à partir de sa tétine. Bien que le représenté soit en partie présent, il n’est pas toujours évident de l’évoquer sans erreurs. Pour estimer la quantité d’oiseaux ou de gibier qui sont passés, le chasseur aura du mal. Il estimera beaucoup ou peu, selon, mais la quantité exacte ne lui sera pas donnée par l’indice. Pour passer de l’indice à la quantité exacte, il faudrait pouvoir mettre en correspondance les traces des pattes avec un animal et un seul.

Qu’en est-il de 6 places vides dans une boite d’œufs? Pour vous c’est un indice facile à déchiffrer mais un enfant de trois ou quatre ans pourra vous leurrer en disant et comptant 6 si vous le lui avez appris. Sa lecture de l’indice ne dira rien de sa compréhension du représenté; il dit 6 comme il dirait en voyant une trace: "c’est une patte d’oiseau". La quantité 6 n’est pas plus portée par la boite d’œufs que la quantité 5 n’est portée par la main. Les 6 et les 5 n’existent vraiment comme des quantités que lorsqu’ils subsistent quelles que soient leurs apparences dans des contextes très variés. Ces exemples étaient utiles à montrer que les indices, en dépit de ce que laisserait croire leur définition, ne donnent pas toujours facilement accès aux objets qu’ils représentent, et encore moins aux signifiés des représentés.

b) Les signifiants différenciés: les symboles et les signes

    b1) Les symboles
* définition: "Ils entretiennent un lien le plus souvent analogique avec le représenté, ils peuvent avoir une signification individuelle ou collective". (P.I., p.134)

* exemples portant d’abord sur la quantité, puis sur un chat:

A travers vos lectures, vous avez appris que dans certaines civilisations primitives, on montrait les cheveux pour exprimer beaucoup. Ce geste était en quelque sorte un symbole dans la mesure où il y a effectivement beaucoup, beaucoup de cheveux. Il existe donc bien une ressemblance entre le symbole et ce qu’il est chargé de représenter, puisque le représenté est une quantité approximative. La signification est ici collective. Dans ces sociétés, tous ceux qui voulaient dire beaucoup montraient leurs cheveux.

Si je fais miaou, j’émets un miaulement qui symbolise celui d’un chat absent de cet amphithéâtre. Il s’agit bel et bien d’un symbole collectif qui entretient un lien analogique avec l’objet représenté. Le miaulement imité est certes une partie du chat, mais le chat n’est pas présent et son miaulement imité n’est pas une trace. Ce n’est donc pas un indice. Par contre, si vous entendiez un miaulement derrière la porte, cela pourrait être un indice à condition de vérifier qui miaule derrière la porte.

Quand Jean Piaget prend l’exemple d’une de ses filles qui fait d’un caillou un lapin quand elle joue à la dînette (F.S., p. 130), il fait de ce caillou un symbole individuel, et pourtant il n’existe aucune ressemblance entre un caillou et un lapin. Il s’agit bel et bien d’un symbole et non d’un signe car le signe est toujours collectif alors que le symbole peut être individuel. Dans cet exemple, la signification est individuelle, c’est à dire limitée à l’espace familial et, par conséquent limitée dans le temps. Cette signification particulière durera quelques mois au plus. S’il m’arrivait de mettre un caillou devant vous, vous ne le prendriez pas pour un rosbif. Le symbole qui entretient un lien non motivé avec le représenté peut avoir une signification individuelle, c’est ce qui le différencie du signe qui a toujours une signification collective. Cette distinction est d’importance car Sapiens se reconnaît à l’usage de signes collectifs. 

Voici un autre type de symbole: l’imitation différée. Symbole utile à nous faire passer parfois de bons moments. Un étudiant veut-il mimer une scène devant nous? Après le mime, nous chercherons à savoir s’il s’agit d’un symbole collectif ou individuel (une étudiante fait semblant de s’endormir). Avez vous mimé un étudiant en train de s’endormir ou Jacqueline Piaget en train de faire semblant de dormir? (l’étudiante se fait toute petite et suce son pouce en fermant les yeux). Quel que soit le personnage évoqué, le sommeil est mimé. Il est absent de l’amphithéâtre, mais il est imité avec des gestes qui sont ceux du sommeil, le lien avec le représenté est analogique et la scène évoquée est comprise par tous. L’imitation différée est un symbole collectif qui redonne trait pour trait des scènes ou personnages absents mais qui appartiennent à l'expérience de tous. 

A quel âge commence, à votre avis, l’imitation différée? Un petit peu avant que le langage commence à se développer. A quatorze mois environ, Jacqueline Piaget observe un petit garçon un peu plus âgé qu’elle piquer une colère, taper du pied, se conduire d’une manière très mal élevée pour les années 30 (F.S., p. 64). Deux jours plus tard, Jacqueline Piaget se remet exactement là où était le charmant invité. Elle refait trait pour trait les mêmes gestes, les mêmes mimiques alors qu’elle n’avait pas bronché au moment du spectacle. Ce point est très important pour comprendre comment se forment nos images mentales. Certes, Jacqueline Piaget avait déjà tapé du pied, jeté ses jouets, pleuré et mordillé son mouchoir. Elle a donc pu conserver les mouvements de l’invitée parce qu’elle pouvait les exécuter intérieurement puisqu’ils correspondaient à des traces internes déjà bien stabilisées ( = des schèmes). Elle possédait sous formes de schèmes prêts à fonctionner les gestes observés. De la même façon, quand vous voyez mes mains faire de grands gestes, vos mains les font aussi mais vous inhibez les mouvements, vous les exécutez intérieurement seulement. Vous seriez capable dans la minute qui suit de refaire exactement les mêmes gestes que moi à peu près, parce que vous les avez stockés sous formes de schèmes. Et chaque geste, éventuellement l' indice d'un geste suffit à réveiller ces schèmes sensori-moteurs.
L’imitation différée est l’expression même du symbole dans la mesure où elle est une reproduction exacte du représenté absent. Sa signification est le plus souvent collective mais elle peut être individuelle.

Pour compléter la liste des symboles, il faudrait ajouter les images mentales, représentations analogiques ou non d’un objet absent, elles sont au cœur du débat scientifique de ce début de siècle. Nous y reviendrons ultérieurement (cours n°3).

b2) Les signes

* définition: "Ils entretiennent un lien arbitraire avec les représentés. Ils ont une signification collective". (P.I., p: 134-135)

* exemples: les mots, les symboles mathématiques qui sont des signes en dépit de leur appellation trompeuse.

Dans l’exemple que nous avons pris la semaine dernière, un seul élément discret était chargé de représenter les doigts des deux mains: une grande encoche. C’est un signe pour deux raisons. La première est que la grande encoche entretient un lien arbitraire avec la quantité désignée. Une grande encoche est un élément discret qui représente très précisément dix éléments discrets, dix petites encoches. Il n’y a aucune analogie entre un et dix, de même qu’il n’y a aucune analogie entre le chiffre "7" qui est un élément discret et les sept unités composables et recomposables à loisir qu’il représente. La seconde raison est qu’il s’agit d’un signe à usage collectif, sa signification est connue de tous ceux qui pratiquent la correspondance. Il en va de même pour tous les signes de la langue naturelle et des métalangues.

C. Les représentés

c1) Les signifiés 

* définition: Le signifié est l’étape ultime et pourtant jamais achevée de la signification. Il reste en puissance derrière toutes ses occurences, il est en quelque sorte la classe de toutes ses références. 
La conservation d'une quantité, en assurant son indépendance vis à vis de ses configurations en différents contextes, est le signifié de la quantité. Invariante, la quantité est effectivement un signifié qui reste en puissance derrière tous les contextes qui la véhiculent. Je rappelle que la notion de quantité est fondée sur le partage en morceaux communs, morceaux qui doivent se correspondre quel que soit leur arrangement. Les morceaux du premier partage bien espacés les uns des autres correspondent un à un à leur nouvelle disposition entassée lors d'une seconde distribution, et ainsi de suite. Autrement dit, dès que l’on conçoit que les morceaux d’un tout peuvent être distribués de manière différente, qu’ils peuvent avoir des formes différentes sans que ces modifications altèrent le tout, alors on a construit la notion de quantité. Celle ci est un signifié, et le terme qui la désigne est manié comme un concept, c'est à dire comme un mot ayant un sens stable forgé par la convention culturelle. "En premier lieu, le concept suppose une définition fixe, laquelle correspond elle-même à une convention stable assignant sa signification au signe verbal: on ne change pas tous les jours le sens des mots parce que les classes ou les relations désignées par eux comportent une définition conceptuelle arrêtée une fois pour toutes par le groupe social" (F.S., p. 234).

* exemples:

Attention aux "pseudo-signifiés". Ainsi savoir dénombrer 10 éléments dans de nombreux contextes (10 haricots, 10 lentilles, etc.) est une conduite insuffisante pour évaluer le signifié de la quantité. Il peut s’agir d’une routine bien rodée. Le dénombrement qui s’inscrit pourtant dans de nombreux contextes n’assure pas la construction du signifié du nombre10, car il ne prouve pas que ces 10 dénombrés ici et là véhiculent une seule et même quantité. En revanche, savoir dénombrer 10 éléments et les conserver disposés autrement, c'est avoir construit le signifié du nombre 10. 

Si vous êtes capables de partager la surface du sol de cet amphithéâtre en n feuilles 21/27, mesurant commun dans ce contexte, et si vous conservez cette surface quel que soit l’arrangement de vos feuilles, vous avez construit la notion de surface. Si vous ne savez pas faire cela, la quantité métrée n’existe pas. Lorsqu'une quantité continue est dépendante de ses assignations figurales, elle est une pseudo quantité qui ne renvoie donc pas à un signifié. En ce cas, lorsque vous répétez que cette pièce fait 15m², vous n’utilisez pas un concept au sens où nous venons de le définir, vous récitez, c'est tout.

c2) Les référents

* définition: Le représenté est contextualisé. Il est réuni à quelques autres exemplaires et cette réunion est une collection et non pas une classe. Maniez-vous les nombres comme des concepts? Conservez-vous un nombre sous toutes ses apparences? Avez-vous construit la classe infinie de toutes les manières ou presque de faire 7, 17, ou 27? Normalement oui. Vous avez donc construit les signifiés de ces nombres. Ce n’est pas le cas des jeunes enfants car la construction du signifié est tardive. Mais bien avant d’accéder aux signifiés des nombres, ils peuvent évoquer des "nombres" (dessiner ou penser à 5 pommes; dénombrer 10 éléments), dire et lire les noms des nombres, le niveau de signification renvoie alors à ce que nous appellerons "un référent". Cette expression est "tirée" sans plus de celle de Strawson (1971). Selon lui: "la notion de sens n'a rien à voir avec celle de l'objet dénoté". (pp.:18-20)

Le référent, autrement dit l'objet désigné (=dénoté) est contextualisé, il est ajouté à quelques autres exemplaires du même représenté. Cette réunion est appelée par Piaget une collection (d’après Piaget, P.I., p.138). Pour éclairer cette définition, il est utile de préciser qu’une collection s’oppose à une classe logique; ensuite qu’un préconcept et un concept intuitif s'opposent à un concept dans la mesure où ils évoquent une collection de référents associés par contiguïté les uns aux autres (F.S., p. 291-303)..

* exemples:

Lorsque vous demandez à un enfant de prendre toutes les images de 7, parmi des images figurant plusieurs mots-nombres de 1 à 12, il les prend bien sûr dès quatre/cinq ans, à condition qu’il ait appris à repérer le signe écrit 7. Quand vous lui demandez: "et qu’est-ce qui vient avant 7", il sait très bien vous dire 6; puis: "qu’est-ce qui vient après 7", il sait très bien vous dire 8. Mais quand vous demandez à ce même enfant s’il y a toujours autant dans une pile de 7 et dans une rangée de 7 jetons qu’il a mises au départ en correspondance, il ne conserve pas 7. La somme n’est pas indépendante de l’arrangement de ses parties. Le signifié du nombre 7 ne reste pas en puissance derrière toutes ses apparences. C’est là toute la différence entre un référent (au sens ou nous l'employons) et un signifié; c’est toute la différence entre une collection et une classe qui réunit toutes les manières de faire 7. Autrement dit, une collection est effectivement constituée de référents, c'est à dire d’exemplaires types qui sont juxtaposés les uns aux autres. On sait dessiner 7 et l'on sait construire la collection des 7, et puis on sait aussi dénombrer 7, tous ces référents sont associés aux objets dans de nombreuses situations qui se sont répétées. Pour comprendre ces différences, il faut avoir compris ce qu’était une quantité. Tant que les enfants font référence à des "nombres" qui "collent" aux objets ou aux situations et qu’ils sont incapables de conserver un tout défait dans des situations peu familières, ils ne manient pas le concept de quantité. Dès qu’un enfant sait faire des choses avec un nombre, l'écrire ou le réciter, certains n’hésiteront pas alors à dire qu’il donne un sens au nombre. C’est vrai mais ce sens correspond encore le plus souvent à un emploi référé. L'enfant de 4-5 ans a construit des référents des nombres, il n’a pas vraiment atteint le signifié de la quantité.

Cette brève présentation de la fonction symbolique était utile à montrer en quoi elle est une des conditions du nombre. Elle supporte en effet le fonctionnement des autres conditions: 1) transgresser l’irréversibilité du temps: la fonction symbolique est indispensable pour évoquer le passé et anticiper le futur. 2) l’abstraction empirique: pour réunir tous les doigts et toutes les encoches en fonction d'une propriété commune, il faut aussi pouvoir évoquer cette propriété ne serait-ce que pour exclure les éléments qui ne vérifient pas cette propriété. 3) l’abstraction réfléchissante: elle donne à la fonction symbolique une puissance supérieure puisqu’elle permet d’"évoquer" des propriétés qui ne sont jamais portées par les objets (le terme "évoquer" prend un autre sens pour une entité mentale puisque celle-ci ne peut pas être figurée comme telle dans le réel. Par conséquent, l’évocation prend une autre dimension lorsqu’elle ne double plus le réel physique). Pour être claire, mais très restrictive, on conclura sur la fonction symbolique, en postulant que l’abstraction empirique pourrait suffire pour faire référence alors que l’abstraction réfléchissante est indispensable pour construire le signifié d’une notion.
2.3.2. Questions sur la fonction symbolique

Question n° 1. Pouvez-vous préciser les différences qui existent au plan formel et psychologique entre un caillou qui représente un lapin pour un enfant et la grande encoche qui représente les doigts des deux mains pour les premiers utilisateurs du nombre?
Le symbole caillou/lapin est compris par le cercle familial uniquement. Sa signification est donc très limitée dans le temps et dans l’espace. Au bout de quelques mois, le caillou ne sera plus jamais un lapin. Cette signification est individuelle. A contrario, la grande encoche qui représente les doigts des deux mains a une signification collective. C'est un signe pour deux raisons: 1) il n’y a aucun lien analogique entre dix unités et une seule encoche; 2) elle a une signification collective qui traverse l’histoire de l’humanité.

Question n° 2: La correspondance "un pour un", visible et donc figurable, est-elle un symbole ou un signe?

Un symbole collectif? Oui, car il y a un lien analogique entre le "un pour un" et les unités représentées: chaque unité est représentée par un élément et un seul alors que le seul chiffre 7 représente sept unités. On doit pouvoir dire qu'il s'agit d'un symbole collectif. Un signe? C’est difficile de dire que c’est un signe. On pourrait également considérer qu’il y a un lien arbitraire entre les encoches et les hommes dans la mesure où elles représentent des unités qui ne peuvent jamais être figurées. Mais ce serait, je crois, une manière tortueuse de présenter les choses. Non, il me semble que la correspondance optique peut être considérée comme un symbole collectif. Par contre, il est plus intéressant de souligner les difficultés liées à l'usage d'un signe collectif par rapport à celui d'un symbole collectif. Ifrah (1974) rapporte que la mise au point des mots-nombres, c'est-à-dire des signes collectifs, a pris environ mille ans (3500-2600 avant J.C.). En fait, ce n'est pas tant le signe arbitraire qui pose problème mais sa signification collective! L'usage de signes arbitraires et collectifs est le grand privilège de l'espèce humaine, soulignera à maintes reprises Piaget. Il ajoutera, avec beaucoup d'humour: à condition de ne pas dissocier les deux qualificatifs.

Question n° 3: Est-ce que l'on peut faire référence quand on a construit un concept?

Oui, bien sûr. Lorsque l’on a construit le signifié du nombre 7, c'est-à-dire lorsqu'il reste en puissance derrière toutes ses apparences, on peut toujours extraire de cette classe des 7 un élément qui sera un des référents de 7. On ne considère pas alors cet élément pour lui-même. Il est rattaché à un ensemble. Ceci n’est pas le cas pour un enfant qui peut se référer à 7 sans en avoir construit le signifié, nous l'avons dit plus haut. Quand on n'a pas construit le signifié d'un terme, on peut toujours l'utiliser pour référer, mais cette référence est isolée ou juxtaposée à quelques autres. A contrario, quand on a construit les signifiés, les référents sont intégrés dans un système cohérent qui relie chacune des références.

Si vous utilisez le terme chat comme un concept, cela veut dire que vous avez construit le signifié de ce terme. "Un chat" reste en puissance derrière n contextes possibles. Au plan formel, vous avez donc construit la classe des chats. Par exemple, vous savez leurs propriétés communes et celles qui les différencient des chiens; vous savez que la classe des chats contient de nombreuses espèces qui vous permettent de la subdiviser. Et vous savez également utiliser le mot "chat" dans une situation précise, vous savez rattacher cet exemple à sa classe d’appartenance que vous pouvez inclure dans une autre; bref le mot "chat" est pris dans un système de significations tel qu’un référent précis n’est plus jamais juxtaposé à un autre mais intégré dans un système cohérent. Pour les jeunes enfants il n’en va pas de même, le mot "chat" colle aux objets et aux situations sans en être détaché. Ils stockent ces objets et situations sous forme de collections composées d'éléments juxtaposés les uns à côté des autres sans liaison nécessaire entre eux. Nous l'avons abondamment illustré plus haut pour le nombre 7.

Pour les nombres, les décalages sont encore plus spectaculaires Les référents des mots-nombres qui ne sont pas encore rattachés à un signifié trahissent carrément le nombre. Je rappelle, au risque de me répéter, que le nombre n’est jamais inscrit sur les objets, alors que la propriété "être chat" y est inscrite. Contrairement à la qualité "être chat", le nombre vient de la possibilité d’avoir partagé un tout en parties. Or dès que l’on voit ou imagine les parties, on ne voit plus en même temps le tout. On peut le revoir ensuite à nouveau réuni en un tout, mais comme un autre objet, comme le font les jeunes enfants qui ne peuvent penser simultanément au tout et à ses morceaux défaits. C’est pourquoi toute quantité est de nature complètement différente des qualités portées par les objets. Par essence, elle ne peut pas coller aux objets. Précisons néanmoins que pour les empiristes modernes, au contraire, les noms des nombres sont inhérents aux objets tant ils sont associés de façon orale ou écrite à tous les objets qui font partie de l'expérience pratique et très précoce des enfants.
2.3.3. Commentaires sur le langage

Après ce long détour par la fonction symbolique, nous terminerons en résumant la position de Piaget quant au rôle du langage dans la construction du nombre.

A la question naïve: «est-ce que l’homme a inventé le nombre parce qu’il parle?», Piaget répond oui. Le langage est une condition nécessaire de l’invention du nombre: il permet l’évocation et il en décuple la puissance. Nous venons de montrer longuement qu’il n’était pas le seul support de l’évocation mais qu’il en était le plus puissant, et nous avons posé l'évocation comme la condition première de l'invention du nombre.

A une seconde question: «le langage, est-il une condition suffisante pour permettre l’invention du nombre?» Piaget répond: non. Il s'agit d'un non catégorique pour deux raisons. La première est que toute l’histoire de la correspondance montre que le passage du discret physique au discret mathématique se fait sans que la numération parlée existe. Cro-magnon maniait déjà la correspondance de manière rudimentaire, il est vrai, mais il ne parlait guère des nombres. L'exemple est certes caricatural mais il est là pour insister sur le fait que langage ne crée pas les conditions de l'invention du nombre. Ce sont les actions qui créent ces conditions. Les actions du bébé préparent déjà le nombre. Lorsqu'il assimile quelques objets aux schèmes de succion, préhension, réunion, séparation etc., il commence à construire les bases des collections. Or, les collections non figurales seront elles-mêmes les bases des classes (cf. cours n° 3). Ce sont les actions de réunir et d'ordonner qui créent les conditions du nombre parce qu'elles créent les conditions des inférences et des déductions. Le bébé “déduit” que la peluche est sous le deuxième écran parce qu’il conserve tous les déplacements dans le bon ordre. C'est parce qu'il peut les reconstituer qu'il peut les annuler. Le berger déduit la quantité manquante de moutons parce qu'il conserve la correspondance qu'il peut réintroduire entre plusieurs collections. En 1967, Piaget écrira: "sans les actions d'abord exécutées sur les objets, puis intériorisées et effectuées sur des symboles, le langage ne serait qu'une vaste copie sonore de l'univers des phénomènes à eux seuls" (L.C.S., p.99). C'est dire combien, selon lui, le langage est insuffisant à lui seul pour expliquer toute connaissance.

La seconde raison est que le nombre, une fois inscrit dans le langage, ne donne pas immédiatement les clés de sa signification. L'enfant peut savoir la comptine et savoir dénombrer sans avoir rien compris à la notion de quantité, autrement dit sans avoir construit le signifié du nombre. Nous l'avons montré tout au long de l’exposé sur la fonction symbolique, et le cours n° 2 en fera la démonstration.

3. Commentaires et questions sur la théorie de Piaget

3.1. Commentaires sur le constructivisme

Les connaissances ne sont jamais données a priori, ni transmises comme telles par le milieu; elles se construisent grâce à des échanges permanents et dynamiques du sujet avec le réel. Autrement dit, elles se construisent en réponse à des questions et l’on ne peut deviner ni l’évolution des questions, ni celle des réponses.

De cette définition se dégagent trois caractères fondamentaux du constructivisme qui assurent la cohérence de la théorie: 1) toute connaissance est relative à l’activité du sujet. 2) les connaissances sont universelles et se construisent dans un ordre nécessaire et constant; 3) les connaissances acquises sont distinctes des connaissances transmises. (Bideaud, 1999).

Nous développerons maintenant ces caractères.

1°) Toute connaissance est relative à l’activité du sujet. Pour cette première caractéristique, nous nous bornerons à un petit résumé afin de ne pas fatiguer le lecteur. Ainsi, le nombre est tiré des activités de partage et de mise en correspondance. De ces activités de partage et de mise en correspondance exacte naît la notion de quantité "numérique" qui est indissociable de l’égalité. Puisque l’on a mis un pour un, le tout se conserve quelles que soient les formes que l’on donne aux éléments qui le composent. L’égalité entre les différentes collections qui peuvent le reconstituer assure sa conservation. Ces notions sont issues des activités du sujet. Ce caractère est fondamental. Il est la base même du constructivisme. Aucun nombre, aucune quantité, aucune égalité, aucune équivalence entre les objets n’est inscrit dans le réel ou encore programmé génétiquement.

2°) Les connaissances universelles sont construites dans un ordre nécessaire et constant. Puisque les activités de réunion, de partage, de mise en correspondance mènent à un tout qui se conserve et qui fonde l’égalité, ces activités originelles seront toujours à l'origine de la construction du nombre.

Vous-mêmes, quand vous avez construit le nombre, vous avez dû exercer ces activités et les coordonner pour construire la notion de quantité. Autrement dit, les bases originelles du nombre sont les mêmes de génération en génération. Les obstacles à vaincre et les solutions à trouver sont toujours les mêmes. Sans conservation du tout, il n’y a pas de quantité, cela est vrai en 2002 après J.-C. comme en 3500 avant. Selon Cellerier (1966): "Il existe une résistance des origines des notions telle qu’elles sont permanentes. Elles sont contenues en une structure d’ensemble qui les intègre et qui dépasse les transformations du milieu". Cette permanence des origines est très contestée par les empiristes qui trouvent cette conception très conservatrice puisqu'elle semble exclure les effets des variations du milieu sur les acquisitions des notions. Piaget rétorquera que les variations du milieu modifient la vitesse des acquisitions mais non pas la nature des obstacles à vaincre. Selon lui, il existe un ajustement entre les notions originelles et les milieux tel que la construction de la quantité conserve un maximum de cohérence bien qu’étant intégrée dans un ensemble infiniment plus vaste que l’ensemble d’origine auquel elle appartenait.
Ce second principe de base du constructivisme établit un ordre nécessaire et constant dans la construction des connaissances. Cet ordre est relativement facile à comprendre dans l’histoire des nombres. Il a fallu inventer les entiers naturels avant les décimaux et les négatifs, etc. Dans l’ontogenèse, il est également facile à comprendre qu’un enfant conservera 7 sous toutes ses apparences avant de conserver 15 ou 40.

Cet ordre nécessaire et constant se retrouve dans l’évolution des conditions psychologiques qui sous-tendent le nombre. Il faut d’abord avoir accès à la fonction symbolique pour réunir des objets qui vérifient une propriété commune selon un processus d'abstraction empirique. Les débuts de l’abstraction empirique sont néanmoins encore relatifs à des coordinations d'actions très rudimentaires qui deviendront ultérieurement des coordinations nécessaires grâce à l’abstraction réfléchissante.

3°) Il existe une distinction entre les connaissances acquises et les connaissances transmises. 

On pourrait définir les connaissances acquises par le fait qu’elles ne sont pas directement transmises par le milieu. Elles se développent spontanément dans tous les milieux mais selon des vitesses différentes. Ainsi, on n’a pas appris à Cro-Magnon à manier la correspondance et la base 5, de même que l’on n’a pas appris à Gauss à l’école primaire à structurer la série 1+8, 2+7, 3+6... en quatre sommes symétriques valant 9. Et pour nous qui n’inventons rien, que sont les connaissances acquises? Ce sont les signifiés des notions qui ne nous sont jamais transmis explicitement. On ne nous a pas appris la nécessité de conserver un tout. On ne nous a pas appris la nécessité de mettre un pour un seulement pour que deux collections soient égales. La quantité s’est imposée à nous comme une nécessité interne.

Cela admis, il est évident que les connaissances transmises ont un impact important sur les connaissances acquises. Elles accélèrent indéfiniment leur développement tant sous leurs formes explicites qu’implicites. Les transmissions explicites sont faites de manière consciente par tous les milieux éducatifs, les transmissions implicites représentent tout l’ensemble des connaissances véhiculées qui imprègnent un sujet sans qu'il y ait acte éducatif proprement dit.

On n’apprend pas aux enfants à l’école maternelle les racines carrées, les puissances, les nombres négatifs, etc, mais les maîtres véhiculent quelques fois implicitement ces connaissances. Les parents de quelques enfants possèdent ces mêmes connaissances, même s’ils ne jonglent pas avec. Autrement dit, quelques milieux éducatifs véhiculent implicitement les signifiés de nombres appartenant à un ensemble plus vaste que celui qu’ils enseignent, et ce savoir diffus aide les enfants à construire "seuls" les signifiés des premiers nombres.

En résumé, et de manière un peu catégorique, on pourrait dire que les connaissances acquises correspondent à l’origine même des notions et à la construction de leurs signifiés tandis que les connaissances transmises correspondent à leur savoir-dire et savoir-faire. Les secondes accélèrent indéfiniment le développement des premières mais les premières freinent l’assimilation des secondes.

Si vous voulez apprendre la quantité 6 à un enfant de trois ans, sauf à y passer des jours et des jours, et cela ne serait peut-être pas la meilleure solution, vous n’y arriverez pas. Vous pourrez lui apprendre à reconnaître 6, à compter 6, etc. Mais conserver 6 dans de nombreux contextes, c’est-à-dire savoir partager 6 en 6 unités quelle que soit la manière de les disposer et de les associer, vous n’y arriverez pas. A cet âge, l'enfant reste centré sur les actions et perceptions de chaque contexte sans les relier en un système cohérent qui conserve 6.

3.2. Questions posées sur les connaissances transmises et acquises

Question n°1: Peut-on apprendre à un enfant dyscalculique à développer des connaissances acquises?

Si cet enfant se développe dans un milieu qui connaît la quantité et qui la manie avec aisance, il faut chercher les causes de son déficit ailleurs que dans son environnement intellectuel immédiat. Dans tous les cas, il faut refaire avec lui toutes les activités qui sont à l’origine du nombre. Par exemple, prendre une collection discrète de bonbons et préciser qu’il en faut un pour chaque bonhomme dessiné. Une fois le un pour un établi, il faut bien sûr modifier les formes des deux collections et interroger sur la conservation de l’égalité. Bref, il faut que cet enfant partage une collection totale en unités, et qu’il conserve la somme que représente cette collection totale sous de nombreuses configurations. Au prix de beaucoup d’efforts, cela devrait être possible mais avec retard et sous la condition sine qua non de refaire toutes les activités originelles sans jamais se borner à des transmissions uniquement verbales. En outre, il faudra travailler ces activités avec lui jusqu’à ce que vous soyez sûrs d’avoir monté une réponse généralisable à d’autres contextes que ceux des situations d’apprentissage. Mais il est très difficile de diagnostiquer les raisons d’une dyscalculie. Outre les déficits génétiques qui sont difficilement récupérables, il ne faut pas méconnaître l’importance des erreurs commises dans les transmissions explicites qui ne sont pas toujours récupérables, notamment après de longs apprentissages erronés qui se sont succédé.

Question n°2: Peut-on éviter les erreurs dans les transmissions explicites des connaissances?

Vaste et délicate question qui dépasse largement la connaissance des premiers nombres. Si l’on pouvait toujours rencontrer des pédagogues qui ont construit les signifiés des notions qu’ils essaient de transmettre, ils permettraient d’éviter des faux sens qui vont faire obstacle à la construction de la signification. Si nous respections cette condition, nous parlerions beaucoup moins.

3.3. Commentaires sur l’épistémologie génétique

Piaget écrira souvent: "Il est inintéressant de se poser la question des connaissances sans se poser la question de leur origine", il ajoutera que toute épistémologie est une théorie qui doit rendre compte des rapports entre le sujet et l'objet. Pour comprendre ce rapport, il retracera la psychogenèse des notions de base: l'objet, l'espace, le temps, la quantité. Il montrera que leur unité, leur constance, et par conséquent leur mesure sont tirées des activités du sujet. Ce primat de l'activité du sujet établit la permanence des obstacles et des solutions. Les activités originelles se conservent en effet bien que les objets évoluent. Par conséquent, la psychogenèse se vérifie dans toute ontogenèse, qui comporte elle-même des similitudes avec l'histoire des connaissances scientifiques. Mais il montrera aussi que les objets jouent un rôle dans la construction des connaissances. Ainsi leur éloignement, la multiplication de leur découverte, oblige le sujet à des réorganisations cognitives radicales. (cf. cours n°2: l'équilibration).

Pour les empiristes classiques et modernes, le développement des connaissances subit l'évolution des milieux physique et social puisque ces derniers y jouent un rôle décisif. "L'évolution empirique à caractère opportuniste exclut la persistance d'adaptations précédentes devant un milieu momentanément défavorable" (Cellerier, 1966). Les connaissances étant conçues comme les reflets des milieux dont les sujets s'imprègnent, elles fluctueront selon les variations de l'environnement. Dans l'exemple du nombre, les différents contextes numériques dans lesquels baigne un enfant depuis sa naissance ne peuvent pas laisser sa construction en partie identique à celle de ses lointains prédécesseurs. Les empiristes modernes montreront notamment que la maîtrise du dénombrement est devenue un pré-requis nécessaire à la construction de la quantité. L'ordre actuel des étapes de l'acquisition est donc modifié en regard de l'ordre ancien. Pour les empiristes donc, il faut actuellement savoir compter pour pouvoir conserver. Pour les constructivistes au contraire, l'ordre nouveau est le même que l'ancien: il faut savoir conserver pour savoir compter. Nous rappellerons bien sûr que pour ce dernier courant savoir compter signifie avoir construit le système des nombres, ne serait-ce que sur une petite suite.

Piaget n'est certes pas le premier épistémologue en quête de l'origine du nombre. Nombreux sont ceux qui l'ont précédé mais il est le premier à avoir fait de son épistémologie une épistémologie scientifique. Il recueille des faits de manière méthodique auprès des bébés, des enfants, des adolescents pour suivre le développement d'une notion, de son origine jusqu'à son état achevé: "Les questions les plus générales de formation des notions ou d'analyse des opérations intellectuelles... peuvent recevoir une solution sur le terrain de l'expérience psychogénétique." (P.E., p.34). Il considère la connaissance comme un processus dynamique et il étudie "le passage des états de moindre connaissance aux états de connaissance plus poussée" (L.C.S., p.7). 

Il s'agit bel et bien d'une épistémologie scientifique car les faits établis pourront être invalidés. On connaît la méthode avec laquelle ils sont recueillis. Toute connaissance qui ne se donnerait pas les moyens d’être invalidée ne serait pas une connaissance scientifique. "La vérité ne s'obtient que par déduction... par expérience, mais à l'aide de contrôles précis" (L.C.S., p.13). L'épistémologie de Piaget s’oppose donc aux épistémologies philosophiques qu'il combattait vivement. Il disait ces dernières irréductibles les unes aux autres. "Tant que le contrôle scientifique n’est pas possible, les querelles de chapelles restent possibles" (Piaget va son chemin, I.N.A., 1974).

A l’aspect génétique de cette épistémologie s’ajoute un aspect historico-critique. Non seulement chaque enfant doit réinventer les notions comme l'ont fait les inventeurs, mais chaque enfant connaît en partie les mêmes difficultés que celle des théoriciens pour développer ses connaissances. Chez l'enfant, comme chez le théoricien, le processus de formation des connaissances est celui de la décentration. L'enfant devra rejeter l'égocentrisme, c'est-à-dire pouvoir se décentrer vis-à-vis de ses perceptions et actions immédiates. Chez le théoricien, la décentration consistera à dépasser les lacunes des méthodes qui ont établi les constats antérieurs.

Illustrons davantage ces décentrations "similaires" chez les enfants et les théoriciens. Vous imaginez une collection de 7 jetons bleus, et une collection de 7 jetons rouges que l’enfant a mis en congruence optique avec les bleus. Vous faites dépasser le dernier jeton rouge et vous posez la question: "Est-ce qu’il y a plus de rouges ou plus de bleus?" L’enfant de 5-6 ans vous dira: "Il y a plus de rouges parce qu’il y en a un qui dépasse." Il prend le dépassement comme l'indice d'une plus grande quantité. Quelques mois plus tard, il utilisera ce même constat comme étant un indice d'égalité. Il dira: "Il y a égal de rouges et de bleus parce qu’on a fait que bouger le rouge qui dépasse". Un même constat devient indice de vérité alors qu’il était indice d’erreur. Quant aux astronomes, ils ont dû moderniser les instruments d'observation pour forger une nouvelle théorie. Ainsi ils ont pu établir que la planète "Vénus" n'était pas différente de "l'étoile du berger" ou "de l'étoile du soir". Les indices qui étaient ceux-là mêmes de la pluralité dans l'ancienne théorie sont devenus ceux de l'identité dans la nouvelle.
Ajoutons pour finir que si Piaget n’avait pas abordé d'emblée la connaissance comme un processus dynamique, fondé sur un perpétuel mécanisme de décentration, il n'aurait pu postuler l'existence d'un parallélisme entre la construction des connaissances chez l’enfant et la construction des connaissances dans l’histoire de l’humanité.

Les questions et commentaires sur le point 3.4. (l'intelligence logico-mathématique) seront traités dans le cours n° 2. Il nous a semblé préférable d'insérer ici un texte susceptible de prolonger votre réflexion sur l'épistémologie génétique. Ecrit dans les années 60, ce texte résume succinctement les conceptions empiriste, réaliste et constructiviste du nombre. Vous constaterez l'engouement que suscitaient les travaux de Piaget à cette époque.

4. Texte sur l'origine des mathématiques

(Extrait de: Vergez D., Huisman A., Court-traité de philosophie: Logique, Paris: Nathan, 1961)

1° Théorie empiriste et théorie idéaliste

a) Pour les empiristes les notions mathématiques ‑comme toutes nos connaissances‑ sont directement tirées de l'expérience sensible et les Mathématiques sont une science d'observation. J. Stuart Mill écrit que "les points, les lignes, les cercles que chacun a dans l'esprit sont de simples copies des points, des lignes, des cercles qu'il a connus dans l'expérience ". Le fil à plomb a suggéré la ligne droite, la surface du lac a suggéré le plan. L'idée du cercle vient du soleil et de la lune, l'idée de cylindre du tronc d'arbre, etc.

De même la notion du nombre serait tirée de la perception des multiplicités concrètes, globalement appréciées avant d'être dénombrées: le berger inculte saisit d'un seul coup d'œil que son troupeau n'est pas au complet. Topfer, pour payer plusieurs déjeuners chez une paysanne qui ne sait pas compter, empile les pièces de monnaie jusqu'à ce qu'elle lui dise: "Assez!". L'ethnographie nous a d'ailleurs enseigné qu'en certaines civilisations très primitives les noms par lesquels on exprime les nombres diffèrent suivant la nature des objets dénombrés."Trois "par exemple ne se traduira pas par le même mot selon qu'il s'agit de dénombrer des hommes, des barques ou des poissons. La perception empirique des collections d'objets serait la véritable origine de la notion de nombre.

b) A ce point de vue on oppose traditionnellement le point de vue idéaliste. Socrate, dans un dialogue de Platon, contemple les osselets d'un jeu. Il remarque qu'il y a cinq osselets. Les osselets sont là, ils existent, on peut les toucher. Mais où est le "cinq"? Le "cinq" n'existe pas au sens où les osselets existent. Le "cinq" est une façon de penser cet ensemble d'osselets. Le "cinq" n'est pas une chose, c'est une idée. Le mathématicien est un homme qui a quitté le monde des apparences sensibles, du concret, et qui vit dans un monde d'idées, dans un monde de pures relations translucides à l'esprit. L'abstraction mathématique n'est pas la schématisation de l'expérience des réalités perçues, mais le refus de l'expérience. Pour parvenir à l'idée d'une ligne sans épaisseur il faut refuser de tenir compte de l'expérience de l'épaisseur. Le mathématicien n'observe pas la nature mais il contemple de pures relations d'idées. L'ellipse par exemple n'est pas le contour d'un oeuf mais le lien géométrique des points dont la somme des distances à deux points fixes est constante. L'espace du géomètre est une "étendue intelligible ", non l'étendue concrète (Malebranche). Platon, comme on sait, distinguait deux mondes, le monde de l'expérience sensible qui est un monde d'apparences fugitives et mouvantes et le monde des essences éternelles. Dans cette perspective les mathématiques seraient une contemplation d'essences. Sans doute le géomètre trace-t-il des figures empiriques, approximatives, sur le tableau noir. Mais le dessin concret, bien loin d'être la source des pensées géométriques, n'en est que la figuration maladroite. On peut raisonner juste sur des figures fausses et il n'est d'ailleurs pas de figure juste. La droite que je dessine n'est pas tout à fait droite, ce qui revient à dire qu'elle n'est pas droite du tout. Ce dessin n'est qu'un prétexte; à travers lui je vise une essence: "Dans une classe de mathématiques le professeur dessine au tableau une parabole et chaque élève trace une parabole sur son cahier. Après quoi on parle de la parabole.(
) " La parabole est une essence idéale qui transcende le tracé empirique par lequel je la symbolise. Husserl écrit: " en géométrie, quand l'expérience intervient ce n'est pas en tant qu'expérience. Le géomètre lorsqu'il trace au tableau ses figures forme des traits qui existent en fait sur le tableau, qui lui-même existe en fait. Mais pas plus que le geste physique de dessiner, l'expérience de la figure dessinée en tant qu'expérience ne fonde aucunement l'intuition et la pensée qui portent sur l'essence géométrique... Pour le géomètre... l'intuition des essences (Wesenschau)... fournit les ultimes fondements.(
)"

c) Ces deux théories, empiriste et idéaliste, présentent en dépit de leur opposition un point commun: dans les deux cas l'activité du mathématicien est décrite comme une vision (empirique ou intellectuelle), comme une contemplation passive. L'opposition de l'empirisme et de l'idéalisme doit être aujourd'hui dépassée dans le cadre de la théorie opératoire des mathématiques.

2° Théorie "opératoire"de l'origine des mathématiques

L'histoire des mathématiques nous révèle clairement que les êtres mathématiques ne sont ni des choses perçues ni des idées contemplées, mais seulement les outils de techniques opératoires d'abord concrètes, puis de plus en plus abstraites. La géométrie n'est pas née de la simple contemplation de figures concrètes ou d'essences idéales. Elle est issue de l'arpentage, c'est-à-dire des techniques de mesure de la terre. Les arpenteurs égyptiens devaient, lorsque le Nil se retirait, redistribuer les terres. Il leur fallait mesurer les lignes et les surfaces, découvrir des techniques rapides pour calculer les surfaces à partir de l'évaluation des côtés de la figure. Le progrès de la géométrie est d'abord tout simplement le progrès de ces techniques de mesure indirecte (longtemps pour calculer la surface des figures on se contenta de transformer la figure en un certain nombre de carrés dont on savait évaluer la surface; telles sont les techniques de "quadrature" auxquelles on devait substituer par la suite des méthodes plus simples et plus fécondes).

La notion même de nombre a une origine évidemment technique et opératoire. Platon a tort de dire que le nombre est une idée pure, car on a commencé par compter les choses matérielles. Mais l'acte de compter qui donne naissance au nombre transcende la perception passive d'une multiplicité sensible. Car le nombre n'a de sens que par rapport aux techniques de dénombrement et d'échange. Il y a cinq osselets et le cinq n'est ni une chose matérielle que je touche, ni une essence que je contemple. Le "cinq" est le produit d'une opération (j'ai ajouté 2 osselets à un ensemble de 3 osselets, ou j'ai retiré 4 osselets d'un ensemble de 9 osselets).

Les civilisations primitives pratiquent déjà la mise en correspondance des éléments d'un ensemble avec les parties du corps prises dans un ordre déterminé : petit doigt, annulaire, médius, index, pouce, poignet, avant-bras, coude, épaule. Cette technique pour "concrète "qu'elle soit permet précisément d'abstraire le " nombre "de toutes les autres caractéristiques des divers ensembles que l'on compare. Six chevaux, six sacs de blé, six hommes conduisent au même endroit du corps (
): la forme des chiffres romains évoque encore clairement l'époque où l'on comptait sur ses doigts (le chiffre V suggère la main ouverte et X les deux mains croisées). L'arithmétique est issue du commerce (les premiers marchands mettaient en correspondance les bêtes d'un troupeau avec de petits cailloux plus faciles à transporter pour les tractations: les "calculs "sont, étymologiquement, des cailloux).

Au cours de l'histoire, les opérations deviennent de plus en plus abstraites et de plus en plus générales. Et il est aisé de montrer que ce mouvement n'est compréhensible que dans le cadre de la théorie opératoire. Qu'on songe par exemple à cet événement décisif que fut l'invention du nombre zéro par les mathématiciens hindous (invention que les Arabes ont répandue). Le nombre zéro, par définition ne représente rien, ne désigne aucune réalité! Le mot hindou pour zéro est "sunya" qui veut dire "vide". La mathématique n'est pas une science d'observation. En revanche, le nombre zéro a une valeur opératoire considérable. Je n'ai plus besoin d'"abaque", de boulier à colonnes pour me représenter la colonne des unités, des dizaines, des centaines, etc. La numération arabe (les unités à droite, à gauche les dizaines, encore à gauche les centaines, etc.) y supplée, le nombre zéro indiquant si besoin est qu'une colonne est vide. Au lieu d'écrire, comme les Romains CIII, j'écris 103, je vois tout de suite que la colonne des dizaines est vide et je puis pratiquer très aisément toutes opérations d'addition, de soustraction, de multiplication, de division.
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COURS N°2: LA GENESE DU NOMBRE

"Le nombre entier est formé de composantes exclusivement logiques, tout en comportant un mode de composition qui ne relève ni de la logique des classes ni de celle des relations, mais d'un procédé synthétique sui generis".

Jean Piaget (Problèmes de la construction du nombre; E.E.G. XI, p: 4)

1. Le statut épistémologique du nombre

Pour Piaget et Szeminska, le nombre ne se tire pas de capacités numériques innées ou transmises telles qu'elles. Il est le résultat d'une synthèse opérée par l'esprit entre deux composantes logiques: l'ordre et la classe. Piaget axiomatise ainsi la pensée qui engendre le nombre. C'est sur le principe d’une fusion entre la classe et l’ordre que s'appuie toute la reconstitution de la genèse du nombre (cf. tableau p.39). L'investigation empirique sera chargée de traduire ce principe (point 2.1.). L'analyse psychologique tentera de suivre le développement des mécanismes intellectuels qui préparent cette fusion (points 2.2; 3.1.; 3.2.).

1.1. Le nombre et la classe

A) Définition et exemples

Nous avons longuement décrit dans le cours précédent ce qu'était une classe, il sera donc relativement aisé de la définir maintenant. Une classe réunit des éléments qui vérifient au moins une propriété commune: "x". Ces éléments sont équivalents et substituables sous la propriété "x"qui est le critère de la réunion.

Reprenons l'exemple de la main. Une main est composée de doigts différents, en taille en place, en agilité, mais tous vérifient la propriété "être doigt". Peu importe leurs différences, chacun est substituable à l'autre pour "être doigt"; le pouce est équivalent à l'index et au majeur. C'est au nom de cette propriété commune abstraite d'objets différents qu'ils sont connus équivalents et substituables.

Ainsi, lorsqu'une collection d'objets différents est appréhendée comme étant constituée d'éléments équivalents et par conséquent substituables sous "x", elle devient une classe.

Si tous les historiographes du nombre ont souvent pris l'exemple des doigts ou des parties du corps pour illustrer la correspondance, ils ont également abondamment puisé dans l'expérience des bergers (cf. Annexes du cours n°1). Nombreux sont les bergers qui ont tracé sur leur bâton une encoche pour représenter un mouton. La collection des encoches devient une classe finie d'encoches lorsque chaque encoche est reconnue équivalente à toutes les autres pour être une encoche. Il en va de même pour la collection des moutons qui devient une classe finie de moutons, lorsque chaque mouton, quelle que soit sa couleur, sa taille, est connu équivalent à tous les autres pour être un mouton.

B) Nécessité de la classe

* Au plan formel, elle est nécessaire pour trois raisons: 1) elle réunit des éléments et délimite le tout, 2) elle assure l'équivalence entre les éléments qui deviennent des unités égales, 3) elle n'assigne aucune place dans l'espace et le temps à ses éléments égaux qui sont donc totalement substituables.

Nous développerons ci-dessous ces trois conditions:

a) la réunion

Depuis notre première rencontre nous avons insisté sur le fait que pour répondre à une question quantitative, il fallait réunir les éléments en fonction d'une propriété commune présente sur certains et non sur d'autres (l'activité de réunion étant indissociable de celle de séparation). Or des éléments réunis ne sont pas nécessairement ceux d'une classe. Ils peuvent être ceux d'une collection, c'est-à-dire entretenir entre eux, outre une relation de ressemblance "être homme", des relations de convenance (celui-ci à côté de celui-là parce qu'ils vont bien ensemble, celle-là ici parce qu'elle est plus jolie). Les éléments d'une collection ne sont donc pas égaux à l'égard de tous les descripteurs sauf un, ils se ressemblent, c'est tout.

b) l'équivalence et la substituabilité

A contrario la classe transforme la relation de ressemblance en une relation d'équivalence. Les hommes sont équivalents entre eux pour vérifier la propriété "être homme". Les relations de proximité ou de convenance sont délaissées, de même que sont délaissées les différences de taille, d'épaisseur. Les éléments sont déqualifiés de toutes leurs qualités sauf de celles d'être homme et d'être distinct. Ils sont "qualitativement " égaux sous la propriété" être homme".

*Au plan psychologique, la collection, qui précède nécessairement la classe, se fonde sur un processus d'abstraction empirique. Dans nos exemples, la propriété "x" est inscrite sur les objets. Toutefois leur réunion comme le choix de "x" relèvent bel et bien des activités du sujet. 

La classe, qui suit nécessairement la collection, se fonde sur un processus d'abstraction réfléchissante. La coordination entre la réunion et la déqualification (actions exécutées mentalement) conduit à attribuer aux éléments des propriétés communes qui ne sont pas inscrites sur eux: l'équivalence et la substituabilité. Autrement dit, le sujet qui classe en ôtant aux objets toutes leurs différences sauf une, leur ajoute des propriétés qu'ils ne possédaient pas. 

En résumé, tandis que la réunion en une collection est déjà indispensable pour délimiter le tout, sa transformation en une classe devient la source du cardinal en transformant les éléments en des unités égales. Précisons que la classe partage avec la quantité son indépendance vis-à-vis de toute assignation figurale, mais, plus que la quantité, elle est totalement affranchie de l'ordre de ses éléments, et c'est là sa faiblesse pour fonder le nombre.

C) Insuffisance de la classe

La déqualification des objets entraîne en effet leur confusion et leur résorption puisqu'ils ne sont pas distinguables. De ce fait, l'union entre classes est tautologique (Hommes + Hommes = Hommes), des hommes en plus ou en moins ne changent rien à la classe. Deux classes réunies en une seule ne font pas deux unités qui s'ajoutent mais une seule classe générale commune qui égalise leurs différences (Hommes + Dames = Etres humains). L'élimination des différences entraîne une associativité limitée:

(Hommes + Hommes) – Hommes ≠ Hommes + (Hommes – Hommes)

                Ø                                    ≠                              Hommes

Les seuls rapports quantitatifs que la classe autorise sont des rapports de quantification intensive (ceux du tout avec sa partie: il y a plus d'hommes que de bruns ou de blonds). Mais la quantification intensive ne permet pas d'établir un rapport quantitatif exact entre des classes de même niveau (il y a n bruns et n blonds). Pour établir une correspondance terme à terme exacte entre les éléments de deux collections, il est donc impératif de ne pas confondre les éléments. Bref, pour passer de la logique aux mathématiques, il faut connaître les éléments différents les uns des autres. S'impose alors l'ordre de positionnement pour éviter la répétition ou l'omission et pour éliminer la tautologie et l'associativité limitée.

1.2. Le nombre et l'ordre

A) définition et exemples

L'ordre assigne momentanément une place et une seule dans le temps et l'espace aux éléments  d'une classe afin de les épuiser l'un après l'autre. Partant, il transforme la classe en une série ordonnée.

Nous avons pris de nombreux exemples qui ont tenté de démontrer qu'il était indispensable de distinguer dans l'espace et le temps les éléments de chaque "collection devenue classe" pour établir une correspondance exacte. Il a été notamment question du déplacement des doigts ou des hommes puis du pointage des encoches pour éviter de mettre en correspondance plusieurs doigts avec un seul homme, plusieurs encoches avec un seul morceau de gibier ou avec un seul mouton. Tous ces comportements consistent en fait à ordonner les éléments. C'est la seule manière d'assurer la correspondance d'un doigt et un seul avec un homme et un seul, d'une encoche et une seule avec un morceau de gibier et un seul.

Par conséquent, l'ordre requalifie les éléments déqualifiés par la classe. Il leur redonne une identité dans l'espace et le temps: "Celui-ci n'a aucun élément avant lui, celui-là a celui-ci avant lui, celui qui vient ensuite a celui-ci et celui-là avant lui, etc. "

Ajoutons quelques exemples empruntés à la vie pratique qui montrent l'usage très fréquent de la relation d'ordre. Pensez d’abord à ce geste sympathique qui vous demande d'ordonner impérativement et presque quotidiennement les pièces de votre porte-monnaie, lorsque vous souhaitez savoir quelle somme vous possédez au juste. Il vous est impossible de le savoir sans écarter du doigt chaque pièce, sans épuiser entièrement la collection des pièces. Vous faites sans le savoir ce geste qui actualise la relation d'ordre et lorsque vous recomptez pour être sûr du résultat, c'est encore la relation d'ordre qui dirige votre contrôle. Vous vérifiez que vous n'avez pas compté deux fois une pièce et que vous n'en avez oublié aucune. Qu'il s'agisse de compter les pièces de votre porte-monnaie, les copies d'un examen, les moutons de vos insomnies, l'ordre est incontournable pour assurer la justesse du dénombrement accompli, et nous allons maintenant expliquer pourquoi.

B) Nécessité de l'ordre.

* Il est nécessaire au plan formel pour trois raisons: 1) L'asymétrie du positionnement strict élimine la confusion entre les unités déqualifiées d'une classe. De deux éléments, l'un est toujours avant et l'autre après ou inversement selon le sens de la succession. 2) En éliminant la confusion, le positionnement asymétrique permet d'épuiser l'un après l'autre tous les éléments de la classe sans répétition ni omission. Un même mouton ne peut être pointé en deux places différentes et donc en deux temps différents; un même mouton ne peut être pointé en deux temps différents à une même place (aucune répétition). Tous les moutons doivent être pointés (aucune omission). 3) Bien que strict, l'ordre de positionnement est momentané. Il dure le temps d'une mise en correspondance exacte ou d'un dénombrement. En clair, il peut varier d'une configuration à une autre en laissant le nombre inchangé. Cet ordre est vicariant. La vicariance de l'ordre affranchit le nombre de toute dépendance à l'égard d'un ordre stable. "De deux éléments, l'un peut être le premier ou le second, ou vice-versa, pourvu qu'il y ait toujours un premier et un second (G.N. p. 123)". C'est toute la différence entre une correspondance qualifiée (celui-ci pour celui là et non pour un autre) et une correspondance quelconque (un pour un quel qu'il soit). Or, la vicariance s'impose comme une nécessité interne car elle est indissociable de la substituabilité totale des éléments de la classe, comme nous allons tenter de le montrer dans l'exemple qui suit.

La relation d'ordre est toujours asymétrique: "être avant", "être après", "être plus petit", "être plus grand". Si une pièce jaune est avant une pièce blanche et plus petite qu'elle, alors la pièce blanche est après la pièce jaune et plus grande qu'elle. Selon que l'on retiendra le premier ou le deuxième élément de la relation de positionnement, celle-ci n'est plus la même, elle est inversée. Cette relation est asymétrique. Mais si l'ordre de positionnement est particulièrement mobile, tel n'est pas le cas de l'ordre de taille puisque les tailles de la série ne sont pas totalement substituables. Ainsi dans l'exemple des pièces, la plus grande reste la plus grande en sens inverse, mais elle se situe avant la plus petite.
L’ordre n’est pas toujours vicariant. Sa vicariance dans le système des nombres tient entièrement à la totale substituabilité des éléments de la classe. La pièce que vous avez comptée en deuxième position pourra être recomptée en sixième ou trentième position, la somme dénombrée n'en sera pas modifiée car il ne s'agit pas de la valeur des pièces mais de leur nombre qui demande d'égaliser, entre autres, leurs différences de valeur. Les seules modifications du nombre viendraient d'un oubli ou d'un double comptage, et non pas d'une permutation. L’ordre n’est plus vicariant dès qu'il s'exerce sur les valeurs des pièces puisque celles-ci ne sont plus totalement substituables.
* Au plan psychologique

De même que la construction d'une classe est précédée par la construction d'une collection, l'ordre est précédé par des successions empiriques. On voit des hommes l'un après l'autre, on touche celui-ci avant celui-là, on trouve celui-là plus léger que celui-ci, etc. Mais ces successions perceptives et tactiles, ces comparaisons baresthésiques ne font pas une série ordonnée qui permet de connaître la relation qu'entretient n'importe quel homme de la série avec n'importe quel autre. A contrario, savoir que tout homme est simultanément porteur de deux propriétés inverses de positionnement qui peuvent s'inverser l'une l'autre; savoir que n'importe quel homme est substituable à n'importe quel autre pour occuper n'importe quelle place; savoir que toutes ces mobilités ne changent rien au nombre total de la série, c'est assurément avoir ajouté des propriétés aux hommes dont ils n'étaient guère porteurs. Toutes ces propriétés communes aux éléments sériés d'une classe sont dues au processus d'abstraction réfléchissante. Elles sont tirées des activités de classification et de sériation exécutées mentalement et donc simultanément avant d'être réellement exécutées. Rappelons que classer et sérier mentalement, c'est anticiper les procédures et leurs résultats indépendamment du temps; alors que classer et sérier réellement, c'est exécuter des actions qui se déroulent dans le temps et dont la durée dépend du nombre d'éléments à classer et sérier. Mais la réussite sans bavures de la tâche exécutée est totalement dépendante des capacités à classer et à sérier mentalement.

C) Insuffisance de l'ordre

L'ordre, à lui seul, est insuffisant pour fonder le nombre. Sans la classe, il pourrait s'exercer sur des éléments non déqualifiés. Il pourrait positionner des éléments étrangers à la classe des hommes: "celui qui vient après" pourrait être une femme ou un animal. Tous les éléments sériés ne seraient plus alors totalement substituables sauf à les réunir en une classe générale qui égaliserait leurs différences. Mais ceci revient à dire que l'ordre a toujours besoin de la classe pour sérier des unités. Sans la classe, l'équivalence des éléments se perd mais aussi celle des intervalles qui les séparent. Nous avons montré dans le cours n°1 que les longueurs différentes des intervalles qui séparaient les encoches et les moutons ne modifiaient absolument pas l'égalité quantitative des classes puisque la distance entre chaque mouton et celui qui le suit, la distance entre chaque encoche et celle qui la suit est toujours de + 1.

Laissons un moment les moutons et revenons à votre porte-monnaie. Imaginez que vous reteniez pour commencer à sérier vos pièces celle qui a roulé le plus loin de vous à votre droite, ensuite celle qui est très proche de vous, puis celles qui suivent et qui se touchent, enfin celle qui est la plus éloignée à votre gauche. Tous ces intervalles de différentes longueurs ne changent rien au fait qu'au bout de chaque intervalle se trouve une seule pièce. Proche ou lointaine, celle qui suit est toujours une et une seule.

Pour fonder le nombre, l'ordre a donc nécessairement besoin de la classe afin de sérier des unités substituables selon des intervalles équivalents. Nous avons écrit plus haut qu'il transformait les éléments de la classe en une série ordonnée; il fait plus que cela, il les transforme en une série équidistante.

1.3. Synthèse 

Il nous reste à mieux comprendre comment la fusion entre la classe et l'ordre permet d'éliminer la tautologie et l'associativité limitée; comment elle assure le passage d'un tout (une classe d’éléments) à une somme qui se conserve quel que soit l'arrangement de ses parties.

Dans le chapitre 4 de la Genèse du nombre, Piaget et Szeminska (1941) expliquent notamment ce passage par l'addition de relations asymétriques égales. Ainsi la longueur totale de la rangée et celle des intervalles perdent toute importance dès que chaque intervalle signifie simplement +1 par rapport à l'élément précédent. La relation de succession directe "être après" est toujours de +1.

Dès que l'on réunit deux relations asymétriques en une seule, on additionne des différences en une différence plus grande, mais les différences ici, ne tenant qu'à la succession pure, sont toutes équivalentes. On a donc a = a' puisque a = +1 et a' = +1. Par conséquent, la différence totale entre l'élément qui n'a pas de prédécesseur et celui qui en a un est l'addition de deux différences égales: a + a' = 2. La tautologie est alors éliminée par l'addition de deux relations asymétriques équivalentes (cf. ci-dessous et tableau p. 39).
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Dans le chapitre 7 de la "Genèse du nombre" (1941) et dans "Logique et connaissance scientifique" (1967), Piaget pousse plus loin l'explication en montrant comment l'application de la relation d'ordre aux éléments déqualifiés par l'équivalence, en leur attribuant une position univoque dans la progression ordonnée, les transforme en des classes réemboîtées sans omission ni répétition suivant un principe d'inclusion hiérarchisé.
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Ainsi le premier (1) est précédé d'une classe nulle, le second par la classe (1), le troisième par la classe (1,1), etc. Mais pour atteindre, le second il faut passer par le premier (et par lui seulement), pour atteindre le troisième il faut passer par les deux premiers (et par eux seulement), faute de quoi il y aurait omission ou répétition. Cette sériation revient donc à inclure les éléments les uns dans les autres: (((1)1)1). "En effet, l'ordre 1> 1 > 1 ... comporte deux propriétés indissociables: la distinction des éléments qui permet d'éviter la tautologie, et leurs positions respectives dans la série. Or si tous les éléments sont à la fois équivalents et ordonnés, la position de l'élément de départ est déterminée par le seul fait qu'il n'a pas de prédécesseur, la position du suivant l'est parce qu'il a comme prédécesseur la classe (1), la position du suivant l'est parce qu'il a comme prédécesseur la classe (1+1), etc.; les classes de prédécesseurs (1), (1+1), (1+1+1) étant nécessairement emboîtées. ... la tautologie est (ainsi) écartée du fait que 1 + 1 sont deux éléments distincts par leur ordre vicariant. La composition de n'importe quel 1 avec n'importe quel autre devient possible et l'associativité devient complète (d'où la conservation de la somme quel que soit l'arrangement de ses parties)1" (L.C.S. p. 409)

1: les parenthèses sont ajoutées par nous.
En résumé, cette fusion entre la classe et l'ordre revient à transformer les éléments des classes en des classes emboîtées qui se conserveront même si l'on permute les éléments qui constituent chaque classe, autrement dit l'application de l'ordre aux éléments d'une classe transforment ceux-ci en des nombres: "les termes dénombrés sont équivalents entre eux, en cela ils participent de la classe, et distincts les uns des autres par leur ordre de dénombrement, en cela ils participent de la relation d'ordre asymétrique;...de plus ces différences ne tenant qu'à la succession pure sont toutes équivalentes entre elles" (G.N. p.122). Il s'ensuit que dans la conception piagétienne du nombre, il n'y a aucune antériorité du système cardinal sur le système ordinal, et réciproquement puisque les deux systèmes doivent fusionner en un seul qui constitue celui des nombres. Ce nouveau système original élimine les aspects qualitatifs soulignés plus haut de la classe et de l'ordre considérés séparément (cf. tableau p. 39 et Annexe n° 2 de ce cours).

TABLEAU

LE NOMBRE : SYNTHESE OPERATOIRE DE LA CLASSE ET DE L'ORDRE


Analyse formelle



Analyse psychologique



La collection
(   (   (   (
La relation de ressemblance


La collection des hommes
Abstraction empirique :

Les propriétés abstraites sont inscrites sur les objets réunis : ils se ressemblent.



La classe
(   (   (   (   (   (   (
La relation d’équivalence déqualifie les éléments en égalisant leurs différences (substituabilité).

(   +   (   =   ( 
(tautologie de l'union logique)


La classe
Abstraction réfléchissante :
La classe comme ses propriétés sont tirées des activités de réunion et de déqualification. Ce sont ajoutées aux objets:

équivalence et substituabilité.

L’ordre
L’ordre requalifie les éléments en leur assignant momentanément une place et une seule dans le temps et l'espace.
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L’ordre
L'ordre et ses propriétés, l'asymétrie et la vicariance, sont autant de propriétés ajoutées par le sujet aux objets.

Synthèse




Le nombre

(la somme)
L’ordre appliqué à la classe transforme les unités ordonnées en des classes emboîtées les unes dans les autres suivant un principe d'emboîtement hiérarchique sans omission ni répétition.
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addition des intervalles équivalents
Le nombre

(la somme)
Les termes sont équivalents et différents par leur ordre mais les différences qui tiennent à leur succession régulière sont équivalentes (égalisation des intervalles). C'est là toute l'originalité du nombre.

La lecture de Piaget (1960) permettra à chacun de vérifier, au besoin, la compréhension qu’il a du statut épistémologique du nombre. 

"Le nombre entier est formé de composantes exclusivement logiques, tout en comportant un mode de composition qui ne relève ni de la logique des classes ni de celle des relations, mais d'un procédé synthétique sui generis. Les composantes du nombre entier seraient deux structures élémentaires, accessibles à l'enfant dès l'âge de 7 ans environ et remarquables surtout par leurs caractères limitatifs (composition de proche en proche, etc.): le "groupement "additif des classes (A+A' = B ; B+B' = C; etc. où AxA' = 0; BxB' = 0; etc.) et le "groupement "additif des relations asymétriques transitives (sériations). Tant qu'il s'agit de classer ou de sérier des éléments qualifiés, on ne peut pas réunir ces deux groupements en un système opératoire unique; mais si, pour des classes singulières A, A', B', etc., on fait abstraction des qualités tout en maintenant les éléments distincts, on synthétise alors les deux systèmes en un seul, qui présente de ce fait même les caractères des nombres naturels. En effet, la réunion de ces éléments non qualifiés en classes donnera lieu à une suite d'emboîtements qui se conserveront même si l'on permute les unités, tandis que ces éléments, tous équivalents, se distingueront seulement par leur ordre, cet ordre demeurant lui aussi le même si l'on permute les unités (ordre vicariant); cette fusion opératoire de l'emboîtement des classes ainsi généralisé et de l'ordre également généralisé libère alors le système des limitations du "groupement" (tautologie et associativité limitée)1 et lui confère les caractères nouveaux propres à la suite des nombres entiers, ainsi conçue comme résultant d'une synthèse entre l'emboîtement des classes et l'enchaînement des relations asymétriques transitives (somme et associativité complète)1.(E.E.G. XI, pp. 4-5).

1: les parenthèses sont ajoutées par nous.

2. La construction du nombre

Nous décrirons d'abord de manière détaillée les épreuves conçues par Piaget et Szeminska (1941) et par Gréco (1962). Nous présenterons ensuite les résultats obtenus et l'interprétation qu'en donnent ces différents auteurs.

2.1. Présentation des épreuves de conservation.

En préambule, nous rappellerons que toutes les épreuves sont censées être les traductions empiriques de l'analyse formelle qui vient d'être présentée. Chez Piaget et Szeminska, on ne compte pas, on pense, autrement dit, on met en correspondance et du même coup on classe et on série simultanément.

A/ Les objectifs et les moyens

Le premier objectif consiste à savoir si les enfants peuvent réaliser ou non une correspondance exacte. Pour atteindre cet objectif, on présente une collection témoin "X" composée de 6 ou 7 objets au moins dont la forme sera précisée ci-dessous. On pose à côté un tas "Y" comportant beaucoup plus de 6 ou 7 objets. Devant ce matériel, les questions posées sont les suivantes: "Il faut que tu prennes égal de X et de Y". On répète au besoin: "Il doit y avoir égal de X et de Y, pas plus, pas moins; il doit y en avoir le même nombre". 

Les consignes de 1941 ont été délaissées, elles utilisaient des expressions ambiguës qui ont été fort décriées: "Tu en prends la même chose", ou encore: "Tu en prends la même chose beaucoup". On a également délaissé l'usage du comparatif "autant" dont le maniement est relativement tardif. Quant à la consigne: "il doit y en avoir le même nombre", elle n'est pas du tout empruntée à Piaget mais à Gréco (1962). Nous revenons plus loin sur l'intérêt de cette consigne numérique.

Le second objectif est piagétien par excellence, il concerne la conservation de la quantité véhiculée par chaque collection. Cet objectif ne peut être visé que lorsque les enfants ont réalisé une correspondance exacte et admis l' égalité des "X" et des "Y" lors de la première étape. On transforme alors devant l'enfant l'une des deux collections (on espace, on resserre, on empile les éléments, etc.). Il est indispensable d'exécuter les transformations devant l'enfant afin qu'il constate qu'il n'y a ni ajout ni retrait. On pose ensuite la question de conservation devant deux collections qui n'ont plus du tout la même forme: "Et maintenant, il y a plus de X ou plus de Y?" Le comparatif de quantité "plus ou plus" est utilisé pour deux raisons. La première est que les enfants conservants peuvent le contrer sans difficultés "Il n'y en a pas plus, il y en a toujours égal puisqu'on n’a fait que les bouger". La seconde est que les enfants non-conservants peuvent succomber aux tentations des figures: "Il y en a plus parce que c'est plus long". On effectue quatre transformations au moins. Les enfants sont dits non-conservants ou conservants selon qu'ils réussissent ou non aux quatre transformations et qu'ils règlent leur jugement sur les formes des collections ou sur les transformations qui les ont produites.

Le troisième objectif est de Gréco. Bien que proche collaborateur de Piaget, il n’hésite pas à se demander si la connaissance du dénombrement influence ou non la conservation d'une quantité discrète. Cet objectif est résolument moderne puisqu'il tient compte d'un savoir spécifique, postérieur à l'invention de la correspondance exacte. Gréco tente de savoir si les transformations du milieu ont modifié ou non les obstacles et solutions originels du nombre. Pour atteindre son objectif, il demande aux enfants de fournir des jugements numériques: "Est-ce qu'il y a le même nombre de X et de Y?" et des jugements quantitatifs. Il pousse plus loin l'investigation en les obligeant à compter les éléments de la collection X puis à deviner le nombre de Y: "Devine combien il y a de Y?", la question de la prédiction est posée devant les Y recouverts. En clair, Pierre Gréco tente de savoir si les jugements d'égalité numérique "il y en a huit et huit, il y en a neuf et neuf" s'accompagnent immédiatement de jugements de conservation de la quantité "il n'y a pas plus de X que de Y, il y en a égal". Il met les montres à l'heure en introduisant le dénombrement dans les épreuves piagétiennes au sein desquelles il pourrait avoir acquis au fil du temps une place quasi légitime.

B/ Le matériel expérimental

Pour être fidèle à Piaget, c'est-à-dire au statut épistémologique qu'il donne au nombre, il est indispensable de tenir compte simultanément des quatre critères suivants: la taille, le nombre, l'hétérogénéité des objets et la configuration de la collection témoin. Tous ces critères visent d'abord un seul et même but: éviter de lire dans les données figurales la correspondance et/ou l'égalité. De plus, les deux derniers critères permettent une évaluation très fiable de l'état de construction de la classe et de l'ordre.

La taille des éléments est petite: les jetons ronds font 1,5 à 2 centimètres de diamètre ou de côté, mais on peut tout aussi bien utiliser des haricots, voire des allumettes, etc.

Le nombre est relativement élevé puisqu'il va de 6 à 22. On utilise le plus souvent 9, 12 ou 15 objets (G.N., Chap. IV, pp. 77-79). Ce "grand nombre" doit être impérativement respecté pour évaluer le nombre piagétien inaccessible aux perceptions. Ajoutons que la taille et le nombre des éléments sont liés: plus les éléments sont petits et plus leur nombre peut être relativement petit, plus les éléments sont grands et plus leur nombre est relativement élevé.

L'hétérogénéité des objets ou l'équivalence attestée: Avec des objets hétérogènes composant les X et les Y, on peut évaluer l'état de construction de la relation d'équivalence. Plus les X et les Y sont hétérogènes, plus ils sont porteurs de qualités différentes, et mieux on évalue la capacité à les traiter comme des unités équivalentes, c'est-à-dire à égaliser leurs différences.

La configuration de la collection témoin ou la nécessité de l'ordre: Il est recommandé de donner plusieurs formes à cette collection. Si une simple ligne de neuf éléments facilite la correspondance optique, une configuration irrégulière la rend au contraire impossible. De sorte que plus la forme de la collection témoin est complexe et peu familière aux enfants et mieux on évalue la nécessité de la relation d'ordre. Par exemple, devant 15 jetons rassemblés en un tas serré, chaque élément doit être pointé puis écarté avant d'être mis en correspondance. On peut donc savoir rapidement si le sujet éprouve ou non la nécessité d'ordonner les éléments et le poids qu’il accorde à la forme pour réaliser une correspondance exacte.

C/ L'entretien clinique-critique

Pour évaluer au mieux le niveau de construction du nombre. Piaget utilise une méthode d'entretien originale. Il s'agit d'un entretien libre. Il rejette la rigidité de la méthode des tests et cherche à diriger l'enfant en se laissant diriger par lui.

Nous examinons maintenant en détail (et en ordre descendant) chacune des expressions qui vient d'être utilisée pour caractériser la méthode clinique-critique.

a) Un entretien libre

Un entretien libre ne signifie absolument pas une libre association d'idées mais l'absence d'un questionnaire préétabli. En revanche, le matériel, les situations et les consignes de base qui constituent la trame de l'entretien sont très présents mais malléables. Ainsi, le nombre, des configurations sera toujours le même, mais les formes pourront varier selon les enfants. L'enchaînement des consignes pourra également être modifié à condition de respecter scrupuleusement l'usage de termes quantitatifs non ambigus.

b) La construction du nombre

La construction du nombre est déterminée par la définition que Piaget donne de son point d'achèvement. Le nombre est la somme de ses parties quel que soit leur arrangement. Il doit, par conséquent, résister à toutes les transformations qui affectent les collections qui le figurent.

c) Évaluer au mieux le niveau

Il s'agit d'assurer la meilleure validité possible des résultats en évitant d'enregistrer des faux échecs ou des fausses réussites. Ce point est essentiel. On ne soulignera jamais assez combien de recherches sont établies sur des résultats peu crédibles à partir d’entretiens trop standardisés. 

En choisissant un entretien de type clinique, Jean Piaget se donne les moyens d'utiliser des techniques souples utiles à assurer la validité de ses résultats. Elles sont au nombre de deux: la contre-suggestion et le conflit cognitif.

La contre-suggestion

Utile à éprouver la solidité des réussites, elle consiste à contrer la réponse d'un enfant à l'aide d'une réponse erronée empruntée à un enfant plus jeune. Les arguments de réussite contre lesquels elle peut s'exercer sont de trois ordres:

1) L'argument d'identité: "Il n'y en a pas plus parce qu'on n'en a pas enlevé, on n'en a pas ajouté." 2) L'argument de réversibilité par inversion: "Il n'y en a pas plus parce qu'on peut les remettre comme avant". Il faut bien distinguer cet argument d'inversion du besoin de revoir réellement la forme exactement comme avant. L'argument de réversibilité par inversion correspond à une action exécutée en pensée. Il est le garant de l'exécution mentale de l'action inverse qui annule l'action directe. L'enfant qui fournit cet argument connaît l'action directe et l'action inverse comme s'annulant l'une l'autre, et non pas comme deux actions distinctes. 3) L'argument de réversibilité par compensation: "Il n'y en a pas plus dans la grande rangée parce que là, il y a quatre petites rangées", précisera un enfant devant une ligne et un losange égaux en nombre. Autrement dit, ce que l'on gagne en longueur on le perd en nombre de lignes. On appelle cet argument un argument de compensation ou de réciprocité parce que les deux dimensions sont solidaires l'une de l'autre, l'une est la conséquence de l'autre ou réciproquement. Si l'on défait en pensée (ou en réalité) les lignes brisées pour en faire une ligne droite, la longueur s'allonge obligatoirement et réciproquement. Si l'on peut constater l'allongement progressif, on ne peut constater la compensation. Elle se déduit. On peut, au besoin, en fournir des preuves à celui qui en doute en mettant en correspondance terme à terme les jetons ou en les comptant (cf. Annexe n°3 de ce cours).
La contre-suggestion est particulièrement utile:

a) face à une réussite précoce et à une réussite partielle
L'argument d'identité est très souvent donné de manière incomplète: "On n'en a pas enlevé". Une contre-suggestion pourra aider à le compléter: "Quelqu'un m'a dit qu'on n'en avait pas ajouté. Qu'est-ce que tu crois?" Vous demandez en quelque sorte à l'enfant de réaliser que l'ajout est également susceptible de modifier une quantité.

b) face à une réussite stéréotypée
Très fréquemment, le premier argument donné par l'enfant est systématiquement repris par lui tout au long de l'entretien. A sa décharge, on rappellera que les questions sont très répétitives et qu'elles génèrent facilement des compulsions expérimentales. L'expérimentateur ingénieux, que vous êtes tentera donc de contrer cette compulsion à l'aide d'une contre-suggestion. Par exemple, face à un argument de réversibilité par inversion   systématiquement utilisé , vous direz: "Quelqu'un m'a dit qu'il y en avait plus ici, parce qu'ici il y a une grande ligne et moins là parce qu'il y a seulement des petites lignes (rangée et losange)". Vous soufflez en quelque sorte la compensation sous la forme d'un échec et vous tentez de savoir si l'enfant pourra comprendre que les deux dimensions contraires évoquées sont solidaires l'une de l'autre (plus les lignes sont brisées, plus elles sont courtes; plus elles sont droites, plus elles sont longues). Bref, vous cherchez à stimuler la flexibilité, la souplesse de sa pensée. Avoir compris, c'est bien, mais pouvoir adopter plusieurs points de vue pour expliquer sa compréhension, c'est mieux.

c) face à une réussite silencieuse

En voici un exemple possible: "Plus de x ou plus de y?".- Silence.- Vous répétez la question et vous ajoutez: "Quelqu'un m'a dit qu'il y en avait plus ici parce que c'est plus long (vous montrez les jetons présentés en ligne)". L'enfant peut alors s'écrier: "C'est pas vrai - Pourquoi c'est pas vrai? -Silence. - Quelqu'un m'a dit qu'on en avait ajouté ici (losange).- C'est pas vrai. - Mais alors pourquoi est-ce qu'il n'y en a pas plus? - On n'en a pas rajouté". Enfin, l'enfant brise le silence et reprend en le niant le fallacieux argument que vous lui avez donné.

d) face à un échec tardif
A six-sept ans, en Europe, il est rare qu'un enfant ne conserve pas une quantité discrète composée de 9 à 20 jetons. Dans tous les milieux, on compte bien et juste. Quand un enfant de sept ans ou plus échoue, vous pouvez le contrer en disant: "Quelqu'un m'a dit qu'il n'y en avait pas plus, qu'en penses-tu?". Ne lui dites surtout pas: "Quelqu'un m'a dit qu'il y en avait égal", vous lui souffleriez la réponse. En niant simplement la conservation, vous lui donnez une possibilité de transformer un échec en une "réussite"à construire seul. En ce dernier cas, la suite de l'entretien devrait vous permettre de donner à cette réussite, construite en cours de passation, un statut logique ou non.

Très utile à éclairer la qualité et la souplesse des réponses, les contre-suggestions alourdissent néanmoins un entretien, il ne faut donc pas en abuser. Ajoutons pour finir qu'elles ne doivent jamais être utilisées avec des enfants fragiles, c'est à dire avec tous ceux qui accusent un retard massif et qui le savent.

Le conflit cognitif

Utile à éprouver la solidité des échecs, il consiste à mettre l'enfant devant ses propres contradictions afin de provoquer chez lui un réel conflit. Autrement dit, le nom de la technique désigne très précisément le but qu'elle cherche à atteindre.

En voici un exemple très détaillé: 13 jetons rouges et 13 jetons bleus sont disposés en losange. Vous effectuez une première transformation en alignant les bleus et vous demandez: "Plus de bleus ou plus de rouges devant toi? - Plus de bleus -  Pourquoi?- C'est plus long". Vous espacez aussitôt la ligne des bleus de manière à ce que les intervalles deviennent très importants et vous posez à nouveau la question de la conservation: "Et maintenant plus de rouges ou plus de bleus? - Plus de rouges - Pourquoi? - Parce qu'il y a des trous, il y a plein de trous dans les bleus". Vous vous saisissez des deux premiers jugements pour dénoncer leur caractère contradictoire: "Mais tout à l'heure, tu disais qu'il y avait plus de bleus et maintenant tu dis qu'il y a plus de rouges. - Comment est-ce possible?". Ce conflit peut aider l'enfant à actualiser une réponse de conservation, mais il peut également y être insensible. S'il y est sensible, il se ravisera: "Je m'ai trompé, c'est pareil - Et pourquoi? - Parce qu'on n'a fait que changer la forme". Pour éprouver la qualité de ce jugement révisé, vous resserrez la première partie de la ligne des bleus et vous laissez espacée la seconde afin d’inciter l'enfant à prendre en considération simultanément le raccourcissement (1ère partie de la ligne) lié au resserrement et l'allongement lié à l'espacement (2ème partie de la ligne). Après quoi, vous demandez: "Et maintenant, plus de bleus ou plus de rouges?". L'enfant peut maintenir sa réussite ou succomber de nouveau au piège de la suggestion figurale. Les trous l'emporteront sur la conservation: "Plus de bleus, il y a des trous etc". En pareil cas, vous n'insistez pas. Quand un enfant ne maintient pas une réussite provoquée par un conflit, il n'est guère permis de continuer à croire qu'il est réellement conservant.

Nous donnerons un second et dernier exemple. Toujours devant deux losanges égaux en nombre, l'un rouge, l'autre bleu, vous modifiez, cette fois-ci, le losange rouge en alignant les pions en demandant: "Et comme cela , il y a plus de bleus ou plus de rouges? - Plus de bleus - Pourquoi? - Ca fait une forme tout ça. (montre le losange). Vous pourrez alors donner une forme similaire aux rouges, vous reconstituez une sorte de losange mais plus grand que celui des bleus pour qu'il y ait suggestion figurale, pour que l'identité numérique ne se lise pas dans les données. Apres quoi, vous interrogez: "Alors Plus de rouges ou plus de bleus? - Plus de rouges parce que ça fait une plus grande forme - Mais tu disais plus de bleus, et maintenant tu dis plus de rouges, comment est-ce  possible?". Dans tous les cas, vous pouvez toujours évoquer l'égalité initiale admise par l'enfant: "Mais tout à l'heure, tu as dit que tu avais égal de rouges et de bleus". Bref, vous mettez l'enfant devant toutes ses contradictions, celles que vous provoquez ou celles que vous invoquez. Vous saurez s'il persiste dans son échec ou bien s'il le délaisse au profit d'une réussite dont il vous faudra vérifier la validité.

Ces deux exemples de conflits cognitifs étaient utiles à montrer qu'un échec n'est pas nécessairement révélateur des réelles compétences d'un enfant. Toutefois, cette technique est surtout valable chez les enfants qui ont presque construit la conservation. Il est inutile de l'utiliser avec les très jeunes enfants.

Pour développer l'intérêt de ces deux techniques, on précisera que, outre la possibilité d'assurer la qualité des réussites et la solidité des échecs, elles cherchent à savoir si un enfant est vulnérable ou non. La détection de la vulnérabilité intellectuelle correspond à un moment important dans la théorie constructiviste de Piaget. C'est celui de la mise en place de la conservation d'une quantité, le moment où l'échec encore proche fait concurrence à la réussite naissante (point 3.1.).

L'enfant vulnérable se saisit des deux dimensions solidaires sans pouvoir les croiser; par exemple, il hésite entre la longueur de la ligne et sa faible densité; en pareil cas, le conflit cognitif est quasi indispensable pour comprendre la construction du nombre. Cette période marque en effet le début de la réversibilité de la pensée. Cette période de vulnérabilité est une attestation de la construction progressive d'une notion. Quand on demande à un enfant invulnérable et par conséquent non-conservant: "Que faudrait-il faire pour qu'il y en ait autant?" Il répond qu'il faut en rajouter de manière à obtenir la même longueur. Moins invulnérable, mais non encore conservant, l'enfant à peine plus âgé répond qu'il faut (ou faudrait) les remettre comme avant pour lire l'égalité dans les figures. Ce besoin d'un retour réellement (ou mentalement) exécuté annonce la réversibilité. L'action directe et l'action qui l'annule ou celle qui en découle sont encore connues comme des actions disjointes. Revenir en arrière n'annule pas la transformation mais permet de constater ou d’évoquer l'égalité qui disparaît sous les déformations. Cette "renversabilité", ou réversibilité rudimentaire et stéréotypée lisible (ou évoquée) dans les données est néanmoins une promesse de vraie réversibilité.

Pour conclure sur la méthode d'entretien, on soulignera que cette manière de faire est longue à maîtriser. Comme tout apprentissage procédural, elle réclame beaucoup de temps, beaucoup d'entretiens ratés, beaucoup de lassitude éprouvée pour arriver à poser de bonnes questions, et à renvoyer de bonnes réponses. Pour vous encourager et vous aider voici, à titre de modèles, deux entretiens empruntés à Pierre Gréco. Leur lecture approfondie devrait vous inciter à devenir un expérimentateur de plus en plus avisé.

Clob (6;7).- Epreuve D (conservation d'une égalité), après le décalage."Plus de rouges. - Pourquoi? - Celui-là (B'7) est en plus. - Alors, pour que A et B' soient la même chose de jetons, que faut-il faire? - En remettre un là (au-dessus de B'7) (il le met). - Et comme ça (A = 7 + 1, B' = 7 mais lignes de même extension), plus de A ou plus de B'? - La même chose. - Quoi, la même chose? - Les blancs et le jaune ajouté, ça fait autant (sic) que les rouges. - (On retire le jaune) Compte maintenant les blancs. - (Compte:) Sept (exact). - Et les rouges, combien, devine sans compter? - (Aussitôt:) Sept aussi. - Pourquoi?. - Parce que c'est sept! - Mais comment tu sais? - Avant y avait un blanc pour un rouge, ça fait sept les deux. - Alors, plus de rouges ou plus de blancs? - Plus de rouges. - Pourquoi? - Parce que celui-là est en plus (B'7). - C'est donc plus de rouges, mais quand même sept les deux? - Ben oui! (pas embarrassé). - Mais comment est-ce possible? - Avant, c'est sept et sept, y en avait un pour chaque, maintenant c'est encore sept rouges parce qu'on en a pas remis. Mais c'est plus les rouges, parce que maintenant celui-là (B'7) est en plus. - Compte les rouges. - (Compte:) Sept. - Et des blancs combien tu avais compté? - Sept aussi. - Alors, plus de rouges ou de blancs? - Les deux la même chose (sans embarras). - Regarde bien. - Oui, c'est la même chose. - Mais tu disais que B7 était en plus. -  Il est en plus parce que là-haut (A) c'est plus serré, mais c'est 7 et 7, j'ai compté, c'est la même chose, le même nombre."
Epreuve I (conservation d'une inégalité). "Regarde ici, est-ce que c'est le même nombre (on insiste à dessein sur cette expression) les blancs et les rouges? - Oh non ! plus des blancs. - Combien de plus? - Un de plus. - Compte les rouges. - (Compte): Sept. - Et des blancs, sans compter? - Ben, huit. - Sûr? - Oui, y a un en plus. - (On resserre les A). Et maintenant? - Plus de rouges. - Combien de plus? - Sais pas, faut y compter. - Compte les rouges. - (Compte): Sept. - Et les blancs sans compter? - Huit. - Pourquoi? - Avant, c'était huit. - Mais maintenant? - Huit aussi, on n'en a pas remis. - Qu'est-ce qui est plus, sept ou huit? - Huit; ça fait un de plus. - Tu dis combien de rouges? - Sept. - Et de blancs? -Huit. - Plus de rouges ou plus de blancs? - Plus de rouges. - Et pourquoi? Ça se voit! - Compte les rouges! - Sept, je sais, j'ai déjà compté. - Compte les blancs! - (Compte): Huit, tu vois, j'ai dit juste. - Alors, plus des rouges ou plus de blancs? - Plus de blancs. - Mais pourquoi? - C'est huit blancs et sept rouges. - Mais tu le savais avant, et tu disais plus de rouges. - J'avais pas compté!" (E.E.G. XIII, 1962, p. 57).

2.2. Les résultats

L'objectif de ce passage consiste à hiérarchiser les performances obtenues aux différentes épreuves afin de retracer les étapes qui vont d'un univers qualitatif à un univers quantifiable et quantifié. 

Avant de rapporter les résultats obtenus par Piaget et Szeminska, nous ferons deux remarques. La première concerne la signification du terme stade, la seconde présente le plan adopté dans ce paragraphe.

Les stades piagétiens désignent le plus souvent les trois grandes périodes de l'enfance qui correspondent à un niveau d'intelligence générale (cf, Annexe N°5 de ce cours) . En revanche, dans les grandes oeuvres de Piaget, le terme stade renvoie à un niveau d'efficience à une tâche donnée à un moment donné. Nous choisirons le terme niveau pour ce second emploi de manière à éviter toute ambiguïté.

A partir d'entretiens sélectionnés, le plan adopté consistera à reconnaître chaque niveau dans les procédures, les réalisations et les justifications des enfants. Pour conclure, nous effectuerons une synthèse de chacun des trois niveaux établis par Piaget et Szeminska dans lesquels nous insérerons un niveau intermédiaire établi par Gréco.

Premier niveau: absence de correspondance, correspondance qualitative et globale (âge approximatif: 4/5 ans)

Observation

Pat (4; 10). - Compte jusqu'à 19, et dénombre correctement et sans hésitation une ligne irrégulière de 13 jetons. On lui présente alors une configuration irrégulière, une sorte de grecque, composée de 9 jetons blancs et une boîte pleine de jetons rouges. Commence alors l'épreuve proprement dite: "Prends égal de rouges, il ne doit pas y avoir plus de rouges que de blancs. Il faut égal de rouges et de blancs - Est-ce qu'on peut faire une petite ronde? - Si tu veux, tu fais comme tu veux. Mais tu dois prendre égal de rouges et de blancs, le même nombre... - Je vais faire une petite ronde alors."Il prend alors une poignée de jetons (=11), les pose sur la table et les dispose minutieusement en cercle régulier, sans s'occuper du modèle."Voilà, ça fait une petite ronde et comme ça, c'est fermé. -Mais est-ce qu'il y a la même (1) chose de rouges et de blancs? - Ah non! C'est une petite ronde; Je vais faire comme ça. (Avec ses 11 jetons, il fait d'abord une colonne verticale de 8, puis construit à côté une ligne en U rectangulaire, de 14 jetons, en prenant 11 nouveaux jetons dans la boîte.) Voilà, ça y est! (Il y a alors 22 jetons rouges sur la table.) - Est-ce qu'il y a le même (1) nombre de rouges et de blancs? - Ah! Mais non, il faut faire un petit rond  (mais, prié de le faire, il se borne à répartir ses 22 jetons en deux colonnes égales et parallèles). C'est fini! - Est-ce que c'est bien égal(2)? - Oui! - Où? Là et là? (On montre les deux colonnes de rouges, égales en effet.) - Non, là! (Il montre tous les rouges) et là  ( montre tous les blancs)! - Tu es bien sûr? - Heu... Qui a plus, toi ou moi? - C'est moi! (Ravi) - Alors qu'est-ce qu'il faut faire pour qu'on ait égal (2) tous les deux? - En enlever un peu (Il ôte aussitôt 14 rouges, mais sans regarder les blancs, et réarrange en ligne brisée les 12 jetons rouges qui restent). - C'est égal (2) maintenant les rouges et les blancs? - Je sais pas. - On pourrait savoir si c'est  égal? - Non.!.."( Gréco, E.E.G. XIII, 1962,  p. 35)

1) Procédures. Elles dénotent une sorte d’indifférenciation entre le discret et le continu. Les enfants de ce niveau abordent une collection discrète comme une forme globale qui ne serait pas constituée d'éléments distincts. Ils cherchent à donner un sens aux questions à partir des figures qu'ils observent. Ainsi, Pat copie un objet total dont il assimile tous les éléments à la forme d'une petite ronde. Celle-ci pourrait aussi bien être réalisée avec un lacet, une ficelle ou une autre quantité continue qu'avec des éléments discontinus. les enfants n'estiment pas nécessaire de se reporter scrupuleusement à la collection modèle pour réaliser leur collection. Quand ils ont reconnu une forme plus ou moins familière à partir d'un détail privilégié, ils négligent joyeusement le modèle pour se livrer à des activités ludiques. En somme, à ce niveau, les procédures sont exclusivement qualitatives.

2) Réalisations. Elles présentent une très vague ressemblance avec la collection modèle. Le degré de ressemblance est plutôt intimement lié à la forme initialement reconnue. 

3) Justifications. a) Face à des réalisations fantaisistes, on peut se dispenser de poser des questions de conservation puisque les enfants sont incapables de réaliser une correspondance terme à terme exacte. b) On retiendra, au passage, la prégnance de la première inférence qui conduit Pat à des stéréotypies langagières."Sa petite ronde "reste présente tout au long de l'entretien en dépit des diverses manipulations effectuées. c) En somme, une pensée uniquement centrée sur une forme et des propos stéréotypés servent une discordance totale entre le dénombrement correctement accompli et le maniement d'un vrai nombre. Pour mettre en évidence ce décalage, Gréco pose une ingénieuse question: "Comment est-ce qu'on pourrait savoir si les collections sont égales?". Pat qui compte jusqu'à 19 et dénombre jusqu'à 13 au début de l'entretien lui donne une réponse confondante: "Je sais pas "! En clair, Pat manie "13" et "19" comme des préconcepts (cf. Annexes du Cours n°1).

Avant d'aborder la synthèse, Nous ajouterons quelques observations relatives à ce que les enfants de ce niveau réalisent non plus à partir d’une configuration irrégulière mais face à une ligne ou des figures géométriques. On retrouvera les procédures qualitatives. Mais, on découvrira l'absence de jugements de conservation et surtout le besoin de rajouter ou d'enlever des éléments à des collections numériquement égales en réponse à la question: "Que faudrait-il faire pour qu'il y en ait autant?"

Char (4; 4) ...commence par aligner 11. boutons en rang serré, pour égaler les 6 boutons espacés du modèle, puis comme sa rangée dépasse l'autre, il enlève les 3 éléments terminaux et atteint ainsi la même longueur: "C'est la même chose? - Oui. - Tout à fait? - Oui. - (On espace les 6 éléments de la rangée modèle et on resserre les 8 de sa rangée.) Et maintenant? - Il y a plus là (les 6)."

Boq (4; 7): "Mets ici autant de bonbons que là. Ça (6) c'est pour Roger. Il faut en prendre la même chose pour toi. - (Il aligne en un rang serré une dizaine de grains mais sans égaler encore celle de la rangée-modèle.). - C'est la même chose? - Pas encore (il en rajoute). - Et maintenant? - Oui. - Pourquoi? - Parce que c'est comme ça (montre les longueurs) - (On écarte les 6 grains du modèle.) Qui a plus? - C'est Roger. - Pourquoi? - Parce que ça va jusque-là. - Qu'est-ce qu'il faut faire pour avoir la même chose? - En remettre (il rajoute 1). - (On resserre ces 7 grains et on espace les siens.) Maintenant j'ai plus."

A la fin de l'interrogatoire, nous offrons à Boq deux rangées de bonbons, l'une formée de 3 bonbons espacés et l'autre de 4 bonbons serrés, la première étant donc plus allongée que la seconde: "Où y en a-t-il le plus? - Là (les 3). Pourquoi? - C'est une plus grande ligne."




(G.N., 1941, p. 90)

4) Synthèse: les caractéristiques de ce niveau

Précisons que dans chaque synthèse et pour tout niveau, nous nous intéresserons d'abord aux aspects formels de la quantité, puis aux caractéristiques psychologiques correspondantes. Voici ce qu’il en est pour le niveau 1.

a) Au plan formel, purement perceptive, tout entière assimilée à sa forme, la quantité n'existe pas. Piaget appelle cette absence de quantité,"une quantité brute" (cf. Annexe n°1 de ce cours). Toutefois, les comparatifs de quantité "plus", "moins","égal", sont réglés sur une seule qualité à la fois (la longueur ou la densité) figurée sur les deux collections à comparer. Comble de l’inexistence de la quantité discrète, les ajouts et les retraits sont les instruments de l'égalisation pour des collections numériquement égales mais de longueur inégale! Bref, le tout n'est pas délimité, il peut augmenter ou diminuer à loisir; il n’existe pas.

b) Au plan psychologique, la pensée est foncièrement irréversible. Aucun jugement n'est réglé sur des transformations exécutées mentalement. Toutes les réponses sont confinées dans les apparences. Seuls sont stimulés les aspects figuratifs de la pensée. Autrement dit, les enfants règlent leurs jugements sur une juxtaposition de formes données aux collections sans établir aucune liaison entre elles. La pensée passe d’une forme à l’autre sans rétroaction ou anticipation.

c) L'abstraction empirique est la seule requise. Les propriétés communes abstraites sont la forme, la longueur ou la couleur.

Si l'on cherche à établir un parallèle entre les conduites des enfants de ce niveau et le savoir-faire de la paysanne observée par Topfer (cf. Annexes du cours n°1), on dira que cette dernière règle uniquement son jugement sur la hauteur des pièces qui doit toujours être identique à l’image modèle qu’elle a stockée en mémoire. C’est un peu ce que font Char et Boq à propos de la longueur. Toutefois, la paysanne respecte si scrupuleusement l’identité de la hauteur des pièces que sa conduite fait davantage penser aux conduites des enfants du niveau 2.

Niveau 2: la correspondance optique rigide sans conservation de l'équivalence (âge approximatif: 5/6 ans)

Observations:

Nil (5;0) commence par mettre 2 éléments de trop en copiant une croix de 9 jetons, mais se corrige spontanément en pointant après coup les termes correspondants. Il reproduit correctement une maison de 11 éléments et surtout un cercle de 10 jetons. Ce cercle est copié en respectant la valeur du diamètre. lorsque l'on demande à Nil si c'est bien"la même chose ", il désigne du doigt les correspondances terme à terme. On place alors un jeton en regard de chaque élément du cercle modèle, de manière à construire un cercle de plus grand diamètre par correspondance terme à terme: "Il y aura assez de jetons pour mettre devant chacun?- Oui- Pourquoi?- C'est la même chose."Mais une fois le grand cercle concentrique achevé, Nil ne croit plus à l'équivalence: "Il y a la même chose de jetons? - Non- pourquoi? Parce que c'est plus grand".
(G.N., 1941,. p. 86)

Hab (5;3) commence par mettre 9 grains en regard des 6 du modèle, mais en une rangée de même longueur."Ça y est. - C'est la même chose? - Je ne suis pas sûre - Où y a-t-il plus? - Là  (rangée des 9 serrés). - Comment faire? - (Elle met 6 grains en regard des 6 du modèle et enlève le surplus.) - (On serre les 6 du modèle, voir ci-dessous fig. 1.) C'est la même chose? - Non. - Il y en a autant ici (modèle) que là? - Non, là (copie) il y en a plus. - Il y a plus à manger d'un côté que de l'autre, ou c'est la même chose? - Moi je mangerai plus. - Alors fais la même chose. - (Elle enlève 2 grains, puis fait la correspondance terme à terme et remet les 2 grains lorsqu'elle constate qu'ils manquent!)"

OOOOOO
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Figure 1.

Per (5;7) établit d'emblée une rangée-copie de 6 par correspondance avec le modèle. On resserre les grains du modèle (cf. Fig 1). "C'est moi qui a le plus. - Pourquoi? - Parce que c'est une ligne plus longue. - (L'inverse.) - Maintenant c'est là qu'il y en a le plus, parce que c'est une grande ligne."Mais un instant après Per dit le contraire: (“Il y a plus à manger ici (espacés)? - Non. - Pourquoi pas? - Parce que c'est long. - Et là (serré)? - Là il y a plus, parce qu'il y a un petit paquet ( = c'est serré). - Il y a plus dans un petit paquet que dans une grande ligne? - Oui."Après quoi Per revient au primat de la longueur, puis, rétablit la correspondance visuelle et dit "Maintenant c'est les deux la même chose."
(G.N., 1941,  p. 95)

Ba (4;9) réussit à reproduire, à une ou deux erreurs près, d'ailleurs momentanées, les figures telles que le cercle de 9 jetons, un angle droit à 11 jetons, etc. les figures de type IV (le carré de 9, etc.), et sait en outre faire correspondre des jetons à des allumettes, selon diverses combinaisons, en reproduisant toujours la figure perçue. Pour la figure V (losange de 13 jetons) Ba met au centre une rangée de 5 (juste) et en dessous un triangle de 4 jetons (juste). Mais il met au-dessus 2 éléments seulement au lieu de 4: "C'est autant? - Oui. - Comment tu sais? - (Il pointe alors du doigt chaque élément du modèle et chaque jeton correspondant de la copie, et s'écrie, parvenu au sommet Je m'ai trompé, j'ai mal fait. (Il se corrige d'emblée.)"

Mais malgré ces réussites, Ba ne croit pas l'équivalence nécessaire lorsque l'on altère la disposition de l'une des collections qu'il vient de mettre en correspondance. Il suffit, par exemple, de coucher sur le grand côté un rectangle de 12 jetons qu'il a construit en hauteur pour qu'il ne le croie plus équivalent au modèle (dressé).

(G.N., 1941, p.90)

1) Procédures: Elles se marquent par une différenciation entre le discret et le continu. Les enfants de ce niveau, abordent une collection discrète comme telle. Les éléments sont distingués les uns des autres. Ils réalisent d'abord une correspondance tâtonnante puis ils s'autocorrigent en recourant au modèle. Ils pointent les éléments de manière à n'en oublier aucun et à n'en compter aucun deux fois. Le cas le plus instructif est celui de Nil qui est capable d'anticiper la reconstitution de la correspondance sans en déduire la conservation. Cette observation  tend à montrer que la pratique de la correspondance a laissé une trace tenace, mais que cette trace ne tient pas encore lieu de preuve quantitative (1 pour 1 n'équivaut pas à 1=1) C'est dire combien Les procédures de correspondance restent qualitatives: X1 pour Y1, X2 pour Y2 etc. Les rapports topologiques entre les éléments sont respectés car leurs positions sont jugées absolues. 

2) Réalisations. le recours au modèle aboutit à sa copie exacte, la forme et le nombre sont parfaitement reproduits, mais si parfaitement qu’ils semblent  encore très dépendants de la forme.

3) Justifications. On note: a) une discordance entre la correspondance réalisée, puis anticipée et l'absence de conservation; b) une insensibilité à la contradiction. Les jugements de non conservation contradictoires se multiplient. Per, comme tous ses semblables, règle d'abord son jugement sur une dimension (longueur), puis sur l'autre (densité). Mais ses changements de critère ne le gênent guère, il est invulnérable.

4) Synthèse: les caractéristiques de ce niveau

a) Au plan formel, la quantité n'existe pas encore, elle est intuitionnée, sans plus. Le tout est délimité sous une configuration particulière. Toutefois, on assiste à des gains manifestes par rapport au niveau précédent."La précision apportée à l'analyse des formes est de bonne qualité. Toutes les parties de la totalité sont perçues et comparées; il n'y a plus de détails privilégiés" (G.N., p. 107). 

* La correspondance, bien que confinée dans la lecture des données est acquise. Elle se fonde sur des ressemblances entre la longueur des intervalles et les positions de chaque élément. Un élément est connu par les qualités spatiales dont il est porteur dans la première configuration. La longueur totale de la rangée et celle des intervalles immédiatement perçues sont les qualités qui servent à régler les "plus" et les "moins". Autrement dit, la correspondance est encore définie par la ressemblance des qualités qui sont toutes parfaitement distinguées. L'enfant construit des collections qui se ressemblent trait pour trait. Mais, la classe fait défaut faute d’être composée d’éléments déqualifiés notamment de leurs qualités spatiales qui sont encore jugées absolues; les éléments ne sont donc pas substituables. "Les éléments ne sont pas encore suffisamment déqualifiés pour être connus équivalents" (G.N., 1941, p. 118). 

* L'ordre apparaît dans le pointage, mais les éléments sont distingués de manière si rigide que leur succession ne se conserve pas en l'absence des qualités spatiales qui ont présidé à la première mise en correspondance. L'ordre n'est pas connu vicariant puisqu’il ne peut varier selon les configurations.

b) Au plan psychologique, la pensée gagne peu en mobilité. Elle n'est pas du tout capable de décomposition et recomposition propres à maîtriser la notion de quantité. En fait, l'ensemble des observations de ce niveau peut être caractérisé par:

* une réversibilité par réciprocité très rudimentaire. Ainsi, à partir de: a) deux rangées d'égale longueur mais numériquement inégales, c'est toujours la rangée la plus dense qui est reconnue la plus nombreuse; b) deux rangées de longueur et densité inégales, c'est la rangée la plus longue et la plus dense qui est reconnue la plus nombreuse, c) deux rangées de densité égale mais de longueur inégale, c'est la rangée la plus longue qui est reconnue la plus nombreuse."Les résultats de ces multiplications entre deux dimensions ne nécessitent pas d'abstraire une quantité, puisque leur résultat est évident à la perception même "(G.N., 1941, p. 115).

* une réversibilité par inversion également très rudimentaire. En réponse à la question: "Que faudrait-il faire pour qu'il y en ait pareil?" La réponse "les remettre comme avant " est imparable. Cette réponse témoigne, nous l'avons souligné plus haut (point 2.1), de ce que Jean Piaget appelle la renversabilité. Il s'agit d'un nécessaire retour empirique ou simplement évoqué à l'état initial, seul garant d'une "égalité qualitative" lue ou évoquée dans les données. Tout compte fait, l'expression de Gréco: "de bons yeux pour voir" est la caractéristique de ce niveau.

c) En somme, toutes ces conduites relèvent de l'abstraction empirique. Les mêmes propriétés communes qu’au niveau précédent sont abstraites des deux collections: "être distinct ","même longueur","même densité "auxquelles il faut ajouter le rapport perceptif"un sous un". Celui-ci engendre le recours au pointage et les copies exactes du modèle. Mais la quantité commune tirée des relations établies entre les actions exécutées (= transformations) n'est pas encore abstraite des configurations variées. L'abstraction réfléchissante se prépare néanmoins dans les formes de réversibilité très rudimentaire, décrites à l'instant, qui marquent les étapes nécessaires à la construction de la réversibilité de la pensée.

En résumé, les gains de ce niveau concernent l'analyse perceptive du tout et de ses parties. Les manques portent sur l'absence de partage du tout en unités déqualifiées et substituables, strictement ordonnées selon un ordre vicariant. En  somme, Les enfants de ce niveau se conduisent comme la paysanne observée par Topfer (cf. Annexes du cours n°1).

Niveau 3: La quotité sans la quantité: égalité numérique sans conservation quantitative (âge approximatif: 5/6 ans). Ce niveau intermédiaire est dû aux travaux de Pierre Gréco (1962).
Observations

Pul (6;3) Correspondance: correspondance méthodique, accompagnée de commentaires verbaux tels que "Un là, encore un là, celui-là j'ai mis..." etc. Aboutit à B = 9 (exact)."Fini ! - C'est juste? - (Acquiescement convaincu par hochement de tête). - Comment sais-tu que c'est juste? - J'ai compté. - Tu as compté quoi? - J'ai compté un, et puis un, et puis un. comme là (A). - Et ça fait combien de rouges? - (Mimique d'ignorance), - Qu'est-ce que tu ferais pour être tout à fait sûre si c'est juste? - Je compterais. - Compte voir! - (Elle pointe alors simultanément les blancs et les rouges, qu'elle a disposés en cercle, en employant les deux index et en disant: Là, là, là... et là." Refus obstiné de recourir au dénombrement, avec cet argument de l'innocence convaincue: "Et si tu comptais d'abord les blancs et après les rouges? Mais puisque c'est juste comme ça!"
E.E.G. XIII, 1962, p.38

Tib (4;11) Conservation numérique: (figure 2) "Où y a-t-il plus, maintenant? - En bas (B'), y a celui-là (le jeton qui "dépasse") en plus. - Est-ce qu'on peut remettre comme avant? - Bien sûr, c'est le même nombre de puces. - Et comme c'est là, est-ce que c'est aussi le même nombre? - Oui, le même nombre, mais y a plus en bas, parce qu'il y en a un en trop."(Le "mais " est spontané.)

O  O  O  O  O  O  O  O
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(figure 2)

Cal (5;3). – Conservation numérique: (figure 2)." Est-ce que c'est encore la même chose, maintenant, A et B'? - Pas la même chose, mais c'est toujours le même nombre. - Pourquoi dis-tu que ce n'est pas la même chose? - Parce qu'il y a plus en bas. - Plus de quoi? - Plus de boutons. - Mais c'est toujours le même nombre? - Oui, le même nombre. - Compte les boutons en haut (compte) Huit (faux, A = 7). - Et en bas, combien, devine sans compter? - Huit aussi. - Mais tu dis qu'il y a plus de boutons en bas? - A! oui, pardon (sic) alors, neuf (et, en riant et en montrant le jeton qui "dépasse ") j'avais oublié ce petit-là!"
 (E.E.G., XIII, 1962, p.5).

1) Procédures. Le pointage et le recours au modèle sont quasi systématiques. Le recours au dénombrement pour réaliser la correspondance n'est pas spontané. Les enfants lui préfèrent la correspondance (cf. Pul). "Le dénombrement , en tant que pratique provoquée est à la disposition des sujets dés 5ans...or il faut attendre néanmoins 7 ans pour que cet instrument apparaisse comme l'instrument le plus sûr ou le plus direct de la construction des équivalences"(Gréco, E.E.G XIII, p. 44). La correspondance restera d'ailleurs jusqu'à 10 ans et plus l'instrument premier et favori de l'égalisation entre deux collections nombreuses (plus de 25 éléments) lorsque celles-ci sont proches l’une de l’autre (Chalon- Blanc, non-publié).

2) Réalisations. Les figures sont le plus souvent des reproductions exactes des modèles.

3) Justifications. Ce niveau est marqué:

a) par une discordance entre le maintien de l'égalité numérique et la non-conservation de l'égalité quantitative. C'est un niveau intermédiaire entre "le changement absolu et définitif dont s’accommode la pensée figurale; ce n’est pas encore la permanence dans le changement que reconnaîtra sans hésitation la pensée opératoire."(Gréco, S.S., 1991, p. 145). Ici, seul le nombre est maintenu tandis que la quantité change, sans que ces grandeurs considérées différentes provoquent des conflits trop difficiles à gérer. Dans l'entretien de Cal, on peut relever trois jugements d'égalité numérique, deux jugements de non-conservation de la quantité et un très joli conflit cognitif. Conflit provoqué par une judicieuse question de l'expérimentateur: "Plus de quoi?". La réponse: "Plus de boutons" permet à Gréco de souligner une contradiction entre "8 et 8" et "plus de boutons en bas". Cal entend la contradiction mais gère ce conflit naissant au profit de la non égalité numérique: "Ah! oui, pardon, alors neuf, j'avais oublié ce petit-là!" Comme tous ses semblables, il n’est pas encore tout à fait capable de coordonner le non-ajout et le dépassement d'un bouton. Le principe de non-contradiction naissant l'empêche de se contredire mais le principe de "non-conservation" l'autorise à modifier le "nombre".

b) une possibilité de sensibilité au conflit cognitif. Cette vulnérabilité est porteuse de progrès. Elle prend source dans des informations hétérogènes qui sont maintenues en conscience: "Est vrai ce que je vois et ce que je compte (en acte): 7 jetons comptés sont bien équivalents à 7 autres jetons comptés. (Mais est vrai également) ce que je conclus: 7 n'ont pu devenir 8 si on n'a rien ajouté mais ils ont pu devenir "plus" puisqu’après tout la ligne s'est allongée" (Gréco, E.E.G. XIII, 1962, p. 60). Il faudrait ajouter à cette remarque que 7 peuvent tout de même devenir 8 lorsque l’enfant entend ses contradictions, tant et si bien que le dénombrement instrumental cède devant la tentation figurale. "Dépasser" peut encore signifier "ajouter" faute de composition entre l'écartement et l'allongement. Les mots des nombres ne sont donc pas maniés comme des concepts, mais selon Gréco, ils commencent peut-être à leur ressembler: "Deux quantités dénombrées sont équivalentes parce que c'est ainsi, mais il aurait pu en être autrement....C'est une conservation jusqu'à preuve du contraire (cf, Cal)." (S.S., 1991, p.164-165).

Pour compléter les informations relatives au rôle du dénombrement mis en évidence par Pierre Gréco, nous donnerons à lire, ci-dessous, l’évolution du dénombrement telle qu’il la décrit.

"Revenons à considérer le dénombrement. D'abord pratique aveugle et cadeau que la société nous transmet prématurément, c'est un outil; comme tout bon outil, il n'existe que si l'on s'en sert, il n'est que ce qu'on en sait faire, et nous ne savons d'abord en faire que ce qui est fixé par le mode d'emploi. A 5 ans, l'enfant le manie comme un jouet: pur plaisir fonctionnel, pur jeu d'exercice; la vérité reste dans les figures. A 6 ans, il sait déjà l'employer pour des tâches bien précises, et requises sans ambiguïté. Pour construire un ensemble équivalent à un ensemble donné, il n'y recourra guère et préférera un appariement effectif. Pour vérifier, il y songera déjà. Pour comparer deux ensembles, il le négligera tant que les figures lui paraîtront suffisamment explicites. Mais si on le lui commande, il l'exécutera, puisqu'il sait le faire; et, l'utilisant en fait, il découvrira des vérités de fait, meilleures déjà que les conjectures: "J'avais pas compté ", dit Clob, cité plus haut, pour excuser ses erreurs et ses contradictions. Comme ces vérités ne relèvent toutefois que de l'ordre empirique, elles ne sauraient s'étendre au-delà du constat.» (S.S., 1991, p. 164-165).

4) Synthèse: les caractéristiques de ce niveau

a) Au plan formel, les progrès des notions constitutives du nombre sont analysés différemment par Piaget et par Gréco.

Pour Piaget, il s'agit d'un pseudo-nombre. Pseudo-nombre car la classe fait toujours défaut, les éléments dénombrés sont ceux d'une collection, ils ne sont pas substituables. La position univoque des éléments chute devant l’élément qui dépasse recompté deux fois par Cal. Ce nombre maintenu est issu d'une pratique instrumentale identique (on a fait la même chose) qui aboutit à un résultat identique (on a dit le même nombre); rien ne vient contrarier ces identités attachées aux données. Mais dès que l’égalité quantitative n’est plus constatable, la pensée ne la rétablit pas: "En somme, la figure perceptive, une fois détruite l'enfant peut bien en prévoir la reconstitution possible, (voire le même nombre)(1) mais il ne peut toujours pas raisonner sur les éléments de cette structure défaite: il n'est nullement certain que la somme des éléments soit demeurée invariante"(L.M.D.M. 1941, p. 232).

(1) parenthèse ajoutée par nous

Pour Gréco, il s'agit d'un quasi-nombre car l'enfant établit des classes d'équivalence numérique (7 et 7, 9 et 9). Il prédit, il devine le même nombre et justifie cette égalité numérique par un argument de conservation: "pas enlevé pas ajouté". Quasi-nombre aussi parce que l'ordre d'énumération transforme le discret physique en du discret numérique. A dire vrai, l'entretien de Cal affaiblit l'argumentation de Gréco, sauf à considérer que Cal utilise l'ajout pour sauvegarder le principe de contradiction manifeste chez lui en même temps que pour garder la face. 

Cela reconnu, il reste à comprendre ce qu'est au juste ce nombre qui se maintient sans la quantité, et Gréco s'emploie à le faire. S'agit-il d'un simple mot-nombre ou s'agit-il de plus? Probablement de plus pour Gréco dans la mesure où les enfants de ce niveau prédisent que la collection cachée contient le même nombre d'éléments que celle qu'ils ont dénombrée. Mais pour nous, cette prévision ressemble à s'y méprendre à l'anticipation de Nil du niveau 2.; deviner le même nombre équivaut peut-être à évoquer la même figure, nous venons de le souligner plus haut. 

Selon nous, qui sommes proche de Piaget, chez les sujets du niveau 2 de Piaget, tout comme chez les sujets de niveau 3 de Gréco, la correspondance a laissé des traces mais qui ne sont pas encore les preuves de l’invariance de la quantité. Il n’en va pas de même pour Gréco. Pour lui, à ce niveau, il y a plus que les traces de la correspondance, il y a aussi celles du dénombrement: "le dénombrement effectivement accompli n'a pas le même sens; la même fonction opérationnelle que le dénombrement anticipé, celui-ci ne conserve que cette quotité mystérieuse hors du temps et de l'espace, celui-là conserverait la quantité proprement dite. Mais la conserve-t-il à proprement parler?" (S.S., 1991, p.163). Et c'est en répondant à cette question que les deux auteurs finiront par se rejoindre.

b) Au plan psychologique:

Selon Piaget: * La pensée est toujours irréversible, seule la renversabilité est attestée: "Bien sûr on peut les remettre comme avant, puisque c'est le même nombre de puces" témoigne d'une renversabilité assouplie en regard du terrible verdict du début du niveau 2: "Il faut les rebouger comme avant". Il s'agit bien de renversabilité, sans plus, puisque le possible retour en arrière n'annule pas la conviction de l'inégalité: "Il y en a un en trop" (Tib). Autrement dit, l'action de remettre comme avant est dissociée de l'action directe, mais le retour est "évocable "de même que la figure qui en résulte, et c'est un progrès en regard du niveau 1. En revanche, l’absence d’annulation entre l’aller et le retour est un manque en regard du niveau suivant.

* Le processus d’abstraction est toujours empirique: les propriétés inscrites sur les objets continuent d'être abstraites: longueur, densité,"un sous un". Toutefois, se pose ici une question inédite, celle de savoir quel est le processus d'abstraction responsable du maintien du nombre. Pour Piaget, la réponse est simple: Il s'agit d'une même propriété entendue, d'une même activité exercée, bref ce sont des ressemblances qui se succèdent qui sont abstraites selon un processus d'abstraction empirique sur lequel nous revenons ci-dessous.

Pour Gréco, la question est plus délicate car ce nombre abstrait est illisible dans les données. On ne voit en effet ni 8, ni 9, ni 15, ni 22. Si l'on ajoute 2 éléments dans un tas de 12, cet ajout ne se voit pas. Si l'on retire 2 éléments, le retrait ne se voit pas davantage. Illisible, le nombre (au-delà de 7 ou 8) est dit ultra-figural, il ne peut donc être abstrait des objets. Et, pourtant cette abstraction ne relève pas encore d'une pensée qui s'éloigne des données immédiates dans la mesure où une modification de la forme est toujours assimilable à une augmentation ou une diminution de la quantité. Bien qu'ultra-figural, le nombre commun à deux collections n'est pas encore le produit de transformations composables, il ne peut relever d'un processus d'abstraction réfléchissante. Mais il relève bel et bien, et Gréco y insiste, de l'activité du sujet qui en dénombrant, écarte, épuise les éléments du tout et prépare ainsi la mise en place d'un ordre opératoire. Gréco réhabilite les activités de correspondance et de dénombrement dans la construction du nombre mais il ratifie néanmoins le statut épistémologique que Piaget lui donne. Il s'accorde à soutenir qu'aucune fusion entre la classe et l'ordre n'est opérée à ce niveau.

* Le processus d'abstraction réfléchissante est très insuffisant. Les enfants de ce niveau n'abstraient pas une quantité commune faute d'une pensée réversible. Ils ne se saisissent pas des transformations exécutées devant eux pour expliquer les déformations, mais ils tirent de la pratique de la correspondance et du dénombrement des conflits qui vont les inciter à le faire (point 3.1. l'équilibration).

En résumé, les gains sont relatifs aux conflits provoqués par le dénombrement qui renforce l'impact de la correspondance (ordre de succession nominale conforme à l'ordre de succession des objets) sans pour autant la transformer en une correspondance quelconque. Le même nombre, ultra-figural, se maintient car il n'a pas à se battre contre des formes différentes; il en est libéré. Une même quantité, moulée dans ses formes, n'est pas conservée parce qu'elle doit se battre contre ses formes différentes pour s’en libérer en les composant entre elles.

Niveau 4: La correspondance opératoire. On rappellera qu'une correspondance opératoire est fondée sur des opérations, c’est-à-dire des actions exécutées intérieurement et coordonnées entre elles (âge approximatif: 6/7 ans).

Observations:

Fav (5; 6) réussit d'emblée la correspondance devant des formes fermées connues, ex: cercle, carré, maison, en copiant encore la forme mais en admettant l'équivalence des collections en cas de changements de disposition. Pour une figure fermée complexe, ex: losange, Fav commence par copier le modèle, puis il compte verbalement: "Il faut encore ajouter 3", etc., puis, s'embrouillant, il renonce à la fois à la copie visuelle et à la numération parlée, et, ce qui est très caractéristique de ce stade, il procède par correspondance "quelconque ": il dissocie les éléments du modèle et les aligne 2 par 2 en une double rangée verticale, puis fait de même avec les jetons de sa propre collection, mais les aligne 2 par 2 en une double rangée horizontale. Il voit aussitôt ainsi qu'il lui manque un élément et le rajoute. 







(G.N., 1941, p. 88)

Maw (6 ans), de même, réussit à reproduire sans faute des figures complexes, comme celles du losange, mais pour le contrôle, il ne se fie qu'à la correspondance: "C'est la même chose? - (Il compte 12 et 13.) Il y en a un trop (enlève 1, à tort, S'étant simplement trompé en comptant). - Mais alors pourquoi il y a une place vide ici (jeton enlevé)?"Maw fait alors comme Fav: il détruit sa propre figure et met les jetons en ligne, puis, du doigt, il fait la correspondance avec les éléments de la figure modèle, demeurés en place. Il voit alors qu'il manque un jeton, qu'il rajoute enfin. De même, lorsqu'il fait correspondre 22 allumettes à 22 jetons, disposées selon une figure complexe, il compte celles-là à voix basse: "Il y en a autant? - Oui. - Combien? - Je ne sais pas (a oublié le dernier nombre cardinal). - Alors comment tu sais que c'est la même chose? - Chaque fois que j'ai mis une allumette, j'ai pris (= pointé) un jeton. - Et comment sais-tu que tu ne t'es jamais trompé? - (Il aligne alors les objets et place une allumette au-dessus de chaque jeton.)"

Il va de soi que Fav et Maw croient à l'équivalence durable des collections correspondantes puisqu'ils dissocient d'eux-mêmes les figures pour vérifier leur égalité numérique.
(G.N., 1941, p. 88)

1) Les procédures sont quantitatives. Les enfants ont recours au modèle et pointent les éléments. Qui plus est, ils modifient spontanément la collection témoin lorsqu'elle gène leur repérage en posant la très charmant question: "Est-ce qu'on peut y toucher?" Cette question est une attestation de la compréhension de la nécessité de l'ordre. Le repérage doit être effectué de manière exacte. La collection témoin n'est donc plus appréhendée comme une forme à imiter puisqu'elle elle est déformée pour être triée et épuisée. Ces procédures qui témoignent de la disparition des caractères qualitatifs assignés à la quantité marquent un progrès considérable de la pensée. Dans cette même perspective, on notera chez Lan des manifestations patentes de deux propriétés du nombre: l'ordre et l'associativité. L'index vient au secours de l’œil qui repère l’un après l’autre les éléments (correspondance du regard). Ce contrôle visuel propre à la pensée opératoire est jugé si fragile par elle qu'il est relayé par celui de l'index (index posé sur la 4ème allumette). La nécessité de bien ordonner est très explicite, de même que l'opération associative: un paquet de 4 puis un paquet de 2 est une stratégie parmi d'autres possibles pour construire le nombre total. Par cette procédure déliée, Lan dit avec élégance qu'une somme est indépendante de la manière de composer ses parties. 

2) Les réalisations. Les copies exactes du modèle sont rares mais restent possibles lorsque la collection témoin est disposée selon une configuration très régulière; en revanche, les contacts spatiaux entre les éléments disparaissent définitivement. 

Réalisations proches du modèle:

Fet (5; 5): "Prends la même chose que ça (6 sous)."Il aligne 6 sous la rangée modèle, mais dispose d'emblée les siens en suite beaucoup plus serrée que ceux du modèle, donc sans contact spatial entre les éléments: la rangée initiale déborde même des deux côtés la copie."Tu as la même chose? - Oui. - Vous êtes la même chose riche, celui-là et toi? - Oui. - (On serre les sous du modèle et on espace les siens.) - Et maintenant? - La même chose. - Tout à fait? - Oui. - Pourquoi c'est la même chose? - Parce qu'on les a rapprochés (= on a simplement serré)."


(G.N., 1941, p. 100)

Cran (5; 8), en présence de 6 grains espacés, commence par placer un grain au-dessous de chacun de ceux du modèle. On serre alors les grains de la rangée-copie: "C'est la même chose? - Oui. - La même chose à manger? - Oui. - Comment tu sais? - Je vois."Pourtant lorsqu'il s'agit d'évaluer par des nombres les quantités en présence, Cran ne donne aucune réponse sûre au-delà de 6." 
(G.N., 1941, p. 100)

Réalisation éloignée du modèle:

Lan (6; 2), pour reproduire une rangée de 6 allumettes en prend 4 dans sa main, sans compter mais en faisant la correspondance du regard. Parvenu à ce point, il pose l'index sur la quatrième allumette du modèle, en prend encore 2, puis place ses 6 allumettes devant la rangée-modèle, mais en tas et sans contact spatial. Nous répartissons alors ses 6 en une rangée et serrons les autres en un faisceau posé perpendiculairement: "C'est la même chose? - C'est sûr. -Pourquoi? - Parce qu'avant celles-là (les siennes) étaient en paquet et vous les avez maintenant mises comme ça (espacées), et avant celles-là (modèle) étaient écartées et maintenant vous les avez mises en paquet."

(G.N., 1941, p. 100)

3) Les justifications. Le gain décisif de ce niveau est celui de la conservation de la quantité, aussi analyserons-nous ci-dessous les arguments de la conservation chez Fet et Lan.

Fet (5,5) justifie l'égalité quantitative en invoquant la transformation effectuée: "On les a rapprochés". Si on poussait plus loin l'entretien, on suggérerait qu'en les rapprochant ils sont devenus "plus courts et par conséquent moins nombreux". Cette contre suggestion pourrait inciter Fet à fournir un argument de réversibilité par réciprocité. On pourrait également essayer d'obtenir un argument de réversibilité par inversion qui annulerait le resserrement par l'écartement. Ces techniques seraient utiles à mieux dégager les caractères de la pensée opératoire. Elles sont en tout cas inutiles avec Lan (6,2): "Les miennes étaient en paquets, vous les avez écartées. Les autres étaient écartées et maintenant vous les avez mises en paquet". Lan explique l'égalité quantitative à partir des transformations exécutées qui s'annulent l'une l'autre. On ne peut fournir de meilleurs indices de la réversibilité de la pensée; la manière de l'exprimer est quasiment parfaite.

4) Synthèse: les caractéristiques de ce niveau.

a) Au plan formel, la quantité est construite. Un tout est bien la somme de ses parties quel que soit leur arrangement Pour passer de n à n+1, il ne suffit plus d'un dépassement mais d'un ajout réel. La classe est constituée d'unités substituables ordonnées de manière équidistante. L'ordre tel que "un pour un seulement" est parfaitement maîtrisé puisque soumis à vérification en cas de difficultés, chez Lan notamment. La vicariance est assurée: les sous de Fet ou les allumettes de Lan peuvent être bousculées, le premier peut devenir le cinquième, la somme totale n'en est pas modifiée. Bref, le système des unités séparées par l'itération additive et par les emboîtements inclusifs des classes des prédécesseurs est construit. C'est dire que "les éléments des collections ont été déqualifiés à tous égards sauf celui de la position que chacun occupe momentanément et relativement à une configuration donnée (G.N., p. 103)". C’est cette déqualification totale des éléments qui engendre l’associativité complète.

Pour aller de 2 à 12 comme à 2002, et quelle que soit la nature des 12 ou des 2002, toutes les associations sont possibles sans aucune limite tandis que l’associativité est limitée pour les emboîtements hiérarchiques entre classes. En ce cas  il est impossible de passer directement de la classe des roses à la classe complète des végétaux. Partant de la classe des roses, on doit passer par celle des fleurs et des fruits pour aboutir à la classe complète des végétaux. L’associativité est incomplète en logique des classes car elle doit tenir compte des compositions naturelles, c’est-à-dire des différentes espèces et de tous les emboîtements hiérarchiques qu’elles engendrent. Alors que le nombre étant constitué d’unités égales totalement substituables ordonnées de manière équidistante, il est tout à fait possible, entre autres, de passer directement de 2 à 2002 par l’opération 2 + 2000 sans respecter aucune étape entre 2 et 2000.

b) Au plan psychologique:

* La pensée qui engendre ce système est elle-même composée d'un groupe de transformations réversibles. Chaque transformation est coordonnée à son inverse ou à sa réciproque, l'action directe d'écartement est annulée par le resserrement, en même temps qu'elle est solidaire de l'allongement. Chaque transformation peut être composée avec une autre, inversée par une autre, et associée à d’autres pour aboutir au même résultat (cf. les points 3.1 et 3.2.).

* L'abstraction peut être réfléchissante: une quantité commune illisible dans les données figurales est abstraite des collections. Elle est tirée d’un système d’actions réversibles qui relient entre elles toutes les transformations.

Il convient toutefois de bien distinguer l’abstraction réfléchissante de la réversibilité de la pensée. La réversibilité est l’autorisation psychologique de l’abstraction réfléchissante. C’est parce que le sujet exécute mentalement des actions extra-temporelles groupées entre elles dont il anticipe les résultats sans les réaliser qu’il peut abstraire des propriétés communes à partir de données différentes. Ex: Quand un sujet déduit une égalité quantitative face à deux formes différentes, c’est parce qu’il annule ou compense les différences de formes sans les modifier aucunement. Sa pensée réversible est bien celle qui lui permet d’abstraire une quantité commune à partir de formes différentes bien qu’elles lui donnent à voir le contraire d’une égalité.

* Cette pensée fait l'économie de toute preuve inutile. Le retour empirique ou simplement évoqué à l’égalité lue n'est plus jugé nécessaire pour conserver une quantité lorsque les transformations exécutées ont été réellement vues. Dès lors, aux questions: "Faut-il revenir en arrière ou les recompter pour savoir s'il y a la même quantité?", la réponse est toujours négative avec justifications à l'appui: "Non, vous n'avez rien enlevé (ou ajouté)".

En résumé, le sujet passe d'un univers qualitatif à un univers quantifiable et quantifié. Autrement dit, on assiste au dégel des configurations statiques, dégel qui devra encore se généraliser à de nombreux secteurs de l’expérience. Nous revenons longuement sur l’achèvement intellectuel que représente ce niveau dans les points 3.1. et 3.2. ci-dessous.

3. Interprétation des résultats

Pour comprendre en quoi cette acquisition prolonge la construction génétique, il reste encore à montrer comment ces liaisons extemporanées peuvent devenir « nécessaires» et comment cette nécessité logique interne au sujet se substitue à l’expérience simple du déroulement psychologique des niveaux précédents.

3.1. Interprétation constructiviste

On rappellera d’abord les trois caractéristiques du constructivisme:

.
Les propriétés du nombre sont tirées des activités du sujet.

.
Ces propriétés se construisent selon un ordre nécessaire et constant.

.
Il s’agit de connaissances acquises, ce qui signifie qu’elles ne peuvent pas être transmises telles quelles par le milieu. Il s’agit donc de comprendre comment la nécessité logique se construit , autrement dit d’étudier les processus de formation d’une structure.

Nous développons ci-dessous l’ordre selon lequel les jugements de non-conservation se transforment progressivement en jugements de conservation. Les textes de Piaget (1941, 1942, 1957) et ceux de Gréco (1959, 1962) montrent que chaque acquisition est inévitable tant elle est préparée par la précédente.

A) Une évolution prévisible

Au niveau 1, le sujet se saisit d’une seule dimension. Il s’agit le plus souvent de la longueur et moins souvent de la densité lorsque les deux collections discrètes sont alignées. Or, cette centration sur une seule dimension est première génétiquement parce qu’elle est la plus facile. Elle est celle d’un subjectivisme total où les qualités sont bien sûr différenciées puisque aucune ne peut exister en soi mais elles ne sont absolument pas reliées. Aussi, l’enfant de 4/5 ans sait très bien dire qu’une ligne est plus longue et l’autre plus serrée. Il lit ces différences dans les données. Mais en disant: « "Il y en a plus parce que c’est plus long", il traduit sans plus en termes de quantité un rapport perceptif de différence entre deux qualités (les longueurs)... » (G.N., p.15).

Cette centration unidimensionnelle est à la fois la plus facile et la seule possible car la pensée faute de continuité (c’est-à-dire de réversibilité) saute allègrement de l’identité lue dans les figures avant la transformation à la non-identité lue après la première transformation. Il y a discontinuité, non parce qu’il s’agit de voir deux lignes différentes avant et après la transformation mais parce que les longueurs lues "différentes " ne sont pas reliées du tout aux longueurs lues "identiques "un instant auparavant.

Les niveaux 2 (Piaget) et 3 (Gréco) se marquent par la possibilité d’aller d’une dimension à l’autre. La centration devient bidimensionnelle. Les sujets (Hab et Per) peuvent aller de la longueur à la densité ou bien d’un nombre identique à une quantité inégale (Tib et Cal). Cette centration bidimensionnelle est seconde génétiquement car la dimension tout d’abord négligée au niveau 1 finit par retenir l’attention du sujet sans qu’il puisse encore la composer avec la première (autorégulation sans compensation). Si bien que dès que "l’enfant se centre sur la longueur, il oublie la densité et réciproquement" (G.N., p. 22). Chez Gréco l’enfant se saisit de deux informations incompatibles entre elles: l’égalité numérique et l’inégalité quantitative. Cette centration bidimensionnelle est marquée par la renversabilité. La pensée gagne donc en continuité en regard du niveau précédent. Ainsi, un sujet peut, à partir de l’observation d’une ligne très dense, envisager l’allongement et évoquer la longueur obtenue à l’arrivée, mais il ne peut assumer l’égalité entre la ligne dense qu’il perçoit et la ligne allongée qu’il évoque. La pensée ne saute donc plus allègrement de l’identité lue à sa disparition mais elle peut effectuer des allers entre les deux dimensions sans retour ou des retours sans allers. Les continuités établies marquent un progrès mais elles sont établies à sens unique.

La fin des niveaux 2 et 3 se marque par des déséquilibres, des conflits qui prennent souvent la forme d’hésitation: "Je sais pas ...". Cette période de vulnérabilité intellectuelle, que nous avons annoncée plus haut (point 2.1), montre que l’enfant se saisit simultanément de toutes les dimensions sans pouvoir encore les rendre compatibles. Ces déséquilibres et désordres provoqués par la saisie simultanée préparent la mise en place d’une pensée totalement continue qui rendra cohérentes toutes les informations reçues.

De sorte que l’ordre d’évolution des jugements quantitatifs est tel qu’une centration unidimensionnelle est suivie d’une centration bidimensionnelle d’abord successive puis simultanée. Jusqu’à ce niveau, le développement s’explique par l’ajout de performances mais le passage au niveau 4 se démarque de ce modèle expansionniste. 

Au niveau 4, la pensée atteint les transformations pour elles-mêmes. Elle peut alors comprendre tous les états qu’elle relie. Les dimensions des différentes configurations sont insérées dans un groupe de transformations cohérentes. Il ne s’agit donc plus du tout de l’ajout d’une performance locale mais d’une réorganisation totale de la pensée qui prend la forme verbale d’une évidence: «Il y en a toujours égal»; évidente nécessité logique qui marque le point d’achèvement de la construction. Cet achèvement est décrit par Piaget selon un groupement des transformations que nous développons dans le point 3.2.

Auparavant, nous rappellerons une fois encore que cette construction dure deux ans environ dans les pays occidentaux mais qu’elle se déroule selon le même enchaînement à des vitesses différentes dans d’autres cultures.

B) Une évolution en termes de décentration et d’équilibre

a. En termes de décentration

L’aboutissement de l’évolution marque une décentration vis-à-vis des activités et des perceptions propres donc un déclin de l’égocentrisme. Lorsque le sujet de 4/5 ans se centre sur une seule dimension, il ne retient qu’un seul point de vue très restreint dans l’espace et le temps (dimension immédiatement perçue). Par la suite, lorsqu’il prend en considération la deuxième dimension, son appréhension de l’espace et son temps d’observation augmentent (ce qu’il a perçu tout de suite avant et ce qu’il perçoit tout de suite après). Mais à ce stade, le point de vue immédiat reste décisif faute de pouvoir coordonner les deux dimensions l’une avec l’autre. La décentration se marque davantage lorsque le sujet hésite entre les deux dimensions. Mais il ne se détachera vraiment de ses perceptions et activités propres que lorsqu’il se saisira des transformations pour les relier les unes aux autres en un système réversible et associatif.

b. En termes d’équilibre

La conservation d’une quantité marque un équilibre stable et mobile entre une assimilation intelligente et une accommodation continue.

L’assimilation intelligente est celle d’une pensée qui se saisit des transformations, qui connaît les limites du système qui relie les éléments. Par exemple pour ce type de pensée, 10 feront toujours 10 quels que soient le point de départ et le sens du comptage. Une pensée discontinue en revanche fera de ses propres limites, les limites d’un pseudo système comme le montre l’entretien ci-dessous.

On demande à Sylvie ( 6,3) en lui présentant une série de 10  pièces :           O O O O O O O O O O 

« Montre-moi la 6ème - (juste, g->d) - On m'a dit qu’elle pouvait être la 5ème aussi - Non, la 5ème c'est celle d'avant (montre juste g ->d), si ça serait la 5ème, ça ferait 5, 6, 7, 8, 9 (compte en pointant les pièces de la 6ème à la dernière) - Ca ne va pas 9? - Non, parce qu'il y en a l0 - Et si on comptait en partant de la 5ème (g->d), il y en aurait combien en tout? - 6 - Ca va 6 en tout? - Oui, parce que les autres sont dans le mauvais sens» ; 10 feront toujours 10 pour Sylvie, et non pas 6 seulement lorsque sa pensée compensera toutes les perturbations dues aux différences de sens du comptage. 

L’accommodation continue est donc le signe d’une pensée où tous les éléments sont retenus, où toutes les conservations sont prises en compte et compensées et non plus négligées. Ainsi il n’y a pas de mauvais sens pour compter quel que soit l’endroit où commence le dénombrement. Cela étant, il est vrai qu’il est des sens plus faciles que d’autres pour aboutir rapidement à un dénombrement exact.

Contrairement aux organisations perceptives qui ont des équilibres rigides (on ne peut regarder en même temps à droite et à gauche)(
), les organisations sensori-motrices connaissent des équilibres moins rigides dits instables. La main peut annuler immédiatement le geste qu’elle vient de faire mais, contrairement à la pensée, elle doit exécuter un geste pour annuler un déséquilibre au plan moteur. A l’inverse, l’équilibre de la pensée opératoire est parfaitement stable. Le plateau de la balance peut pencher, il est inutile de remettre avec les mains le plateau en équilibre, il est inutile de bouger l’aiguille pour la remettre au milieu, la pensée en une milliseconde conçoit ce qu’il faut faire pour retrouver l’équilibre du plateau sans avoir à passer à l’acte. Il s’agit bien d’un équilibre mobile (coordination de transformations) et stable (susceptible de résister à toutes les transformations imaginables). La métaphore de la balance rend compte de la manière dont l’équilibre de la pensée opératoire compense toutes les perturbations du milieu puisque celles-ci sont toujours intégrées dans un système de transformations cohérentes.

3.2. L’interprétation structuraliste

"Le groupement consiste à remplacer les sauts et les arrêts par un système unique de mouvements réguliers, recouvrant les régions intercalaires, supprimant toute discontinuité entre les transformations elle-mêmes et les états de repos constitués par la perception directe."

J. Piaget (L.M.D.M., 1941, p. 246). Ainsi est défini l’achèvement de la structure.

A) Le groupement des transformations

Nous expliquerons maintenant les conditions psychologiques de la continuité de la pensée. Si nous imaginons une même collection discrète soumise à 3 configurations différentes (C1, C2, C3) à partir de la configuration C0, l’enfant qui conserve la quantité compose entre elles et de différentes manières toutes les transformations qui vont de C0 à C3. Toutes ces compositions et associations s’expliquent par le groupement des transformations qui, en tant que groupement arithmétique, comporte 5 lois:

1) La composition consiste à savoir, une fois arrivé en C2, que l’on venait de C1 et que C1 venait de C0 ; elle permet donc de passer de C0 à C2 directement. Mais pour composer ces transformations, il convient impérativement de les inverser. En effet, pour conserver le passage de C0 à C1 et C2, il faut pouvoir à chaque instant de la transformation la refaire à sens inverse. Faute de cette inversion, une transformation ne peut être composée avec une autre parce que ni l’une ni l’autre n’est conservée.

2) L’inversion: elle sous-tend la composition et consiste à inverser chaque transformation à chaque instant de sa réalisation.

3) L’annulation: toute transformation composée avec son inverse est annulée. A partir du moment où l’on peut inverser à chaque moment la transformation, l’inversion du moment suivant ramène au moment précédent, et annule donc la transformation considérée.

4) L’association: pour atteindre C3, de nombreuses compositions ou associations sont possibles. On peut atteindre C3 en passant par C1 puis C2 mais on peut également aller directement de C0 à C3. Autrement dit, tandis que l’inversion consiste à conserver l’état original, l’association conserve l’état final. Si l’état final était modifié à chaque fois que l’on change la manière de le composer, il n’y aurait d’ailleurs aucune identité ou aucune conservation possible.

5) Identique: le groupe de transformations assure l’identité des transformations et des états qu’elle relie. Il convient toutefois de distinguer entre l’identique spéciale qui consiste à assurer l’identité sans plus , et des identités qui se cumulent. Celles-ci consistent à dénombrer les fois où tel état et telle transformation sont reconnues identiques à eux-mêmes.

Pour illustrer le groupe de transformations, nous prendrons l’exemple de vos déplacements dont le point d’origine est l’Ecole de médecine et le point d’arrivée la rue Cujas. Si, en arrivant rue Cujas, vous êtes incapable de refaire votre chemin initial en sens inverse, vous n’inversez donc pas la totalité de votre déplacement (inversion), vous ne composez donc pas entre elles les différentes étapes de ce parcours (composition), et vous êtes incapable d’imaginer les nombreuses manières qui vous auraient permis d’atteindre la rue Cujas (association). Enfin, si vous savez reconnaître la rue de l’Ecole de médecine et la rue Cujas, vous pouvez soit vous contenter d’affirmer qu’il s’agit bien des mêmes rues, vous les reconnaissez comme identiques (tautologie). Vous pouvez également noter que c’est la nième fois que vous vous retrouvez dans cette rue (pluralité)

Nous avons tenté de montrer que ces cinq lois étaient organisées de telle façon qu’aucune d’entre elles ne peut exister sans les autres. Ainsi: "Sans les actions inverses, il n’y aurait pas de composition conservant les éléments et les transformations. Sans l’annulation, l’inverse ne serait pas contrôlable. Sans l’associativité, chaque composition conduirait à un résultat différent. Sans la tautologie (identique spéciale), il serait impossible de distinguer l’identité des pluralités."(L.M.D.M., p. 241)

B) Les caractéristiques d’une structure

Nous retiendrons trois caractéristiques:

1) Là où il y a une structure, il y a un sujet qui groupe des actions exécutées réellement ou mentalement. L’activité du sujet qui groupe les transformations s’oppose à une conception empiriste qui voudrait que le réel physique porte en lui des organisations dont le sujet s’imprègne. Elle s’oppose également à une conception réaliste qui voudrait que toutes nos organisations mentales soient secrétées sous forme d’idées par le monde physique. Elle s’oppose enfin à une conception innéiste qui voudrait que nos organisations cognitives (et non pas nos contenus de pensée) soient programmées génétiquement.

La conception constructiviste n’est pas plus complexe que les trois autres. Par exemple, il n’est pas plus facile de montrer que les structures algébriques sont préformées que de soutenir que la pensée qui réfléchit sa pratique des entiers naturels aboutit à la construction d’une algèbre.

2) Là où un sujet structure un secteur de son expérience, aucun élément de ce secteur n’est appréhendé isolément. Cet élément appartient à un système constitué des relations entre chaque élément du système. Ces relations sont fondées sur la substituabilité quand la structure est stable et mobile."Ce qui compte n’est ni l’élément, ni un tout s’imposant comme tel sans qu’on puisse préciser comment mais les relations entre les éléments; autrement dit les procédés ou les processus de composition... Le tout n’étant que la résultante de ces relations ou compositions."(S., pp. 9-10)

Pour illustrer la notion de système, on rappellera que les nombres n’ont pas été construits l’un après l’autre, mais que c’est la fusion de la classe et de l’ordre qui engendre le système numérique. On soulignera également que l’ajout n’a pas été pratiqué avant le retrait (ils sont les pôles inverses d’une seule et même action), que le cardinal n’a pas été conçu avant l’ordinal. On soulignera qu’une classe est constituée d’éléments substituables, qu’elle est à la fois incluante et incluse, qu’elle n’existe donc pas isolément. Avec ce dernier exemple, on illustrera à nouveau le passage du qualitatif au quantitatif. Ce vase cassé en de nombreux morceaux rassemblés où chacun est substituable à l’autre pour être un morceau du vase appartenant à la classe : "les morceaux du vase". Cette classe devient une somme à partir du moment où chaque morceau occupe une place et une seule dans la série totale et où chaque morceau (devenu classe) inclut la classe de ses prédécesseurs. Mais les morceaux peuvent aussi servir à copier le vase réel: les morceaux non substituables mais solidaires seront collés les uns à côté des autres aux places qui étaient et sont les leurs pour reconstituer le vase en tant qu’objet total. C’est là toute la différence entre un univers quantifié et un univers qualifié. C’est également une manière d’appréhender la différence entre l’infralogique (le continu) et le logique (le substituable).
3) Une structure cognitive est universelle. Toute formalisation du système numérique met  en évidence qu’il existe entre les nombres des relations d’itération et d’inclusion, que l’ordre est asymétrique, transitif et vicariant et que ces relations permettent de passer d’un nombre à un autre nombre à l’aide de raisonnements récurrentiels. Le premier postulat de Jean Piaget est que les analyses formelles du nombre sont vérifiées par la genèse qu’il retrace. L’autre postulat est que la mise en place du système numérique (= la somme des morceaux) provient nécessairement d’un dégel des configurations perceptives (= morceaux à recoller tels qu’ils ont été vus réunis pour reconstituer le vase). Ce second postulat s’inscrit contre l’empirisme d’abord par ce qu’il rappelle que toute connaissance logico mathématique est relative aux activités intériorisées du sujet qui ne sont jamais des copies du réel; ensuite parce qu’il établit que ce point de rupture est à l’origine de la structure universelle du groupement arithmétique. Ajoutons pour finir  que cette structure se situe entre deux autres structures universelles comme l’explique Jean Piaget dans le texte cité ci-dessous (L.C.S.,1967, pp.388-391).

C) Les quatre étapes et les trois structures1
1. le texte de Piaget est en italiques; nos commentaires sont en caractères droits.

Cette évolution comporte quatre étapes. Au cours de la première, qui est antérieure au langage (période sensori-motrice pure) on observe déjà des mises en relation, des actions de réunion, etc., constituant tout un schématisme qui préfigure les futures opérations mais au sein d'actions se déroulant toujours dans le temps. Cette préfiguration des futures opérations se marque en particulier par la constitution d'une sorte de «groupe» pratique des déplacements, avec son invariant constitué par la permanence de l'objet qui se déplace. Mais les «retours» au point de départ (équivalent pratique de la réversibilité du groupe) et les «détours» permettant d'atteindre un même point par des chemins différents (équivalent pratique de l'association du groupe) ne s'obtiennent encore que par actions successives, sans la représentation d'ensemble simultanée qui seule permettrait l'accession à une vraie réversibilité opératoire.

Toutes les lois du groupement arithmétique sont présentes dés la mise en place du groupe pratique des déplacements, mais ces lois portent sur des actions réellement exécutées se déroulant dans le temps, avec des anticipations et rétroactions très limitées. Il faut rappeler en outre que ces compositions ou associations de mouvements ou déplacements servent la satisfaction de plaisirs immédiats.

Au cours d'une seconde période (de deux à sept ou huit ans chez l'enfant), les actions sensori-motrices de la première période commencent à s'intérioriser en représentations. Mais, comme il est bien plus difficile d'exécuter un acte en pensée que matériellement (parce qu'il faut alors le traduire symboliquement en paroles ou en images et que cette réélaboration suppose une accélération allant jusqu'à certaines vues d'ensemble simultanées) la conquête de la réversibilité ne se poursuit pas immédiatement ou plutôt ne se marque encore sur le plan de la pensée que par certaines régulations semi-réversibles sans parvenir encore à la réversibilité entière ou opératoire. Cette pensée préopératoire se caractérise en particulier par la difficulté à saisir les transformations et par conséquent à atteindre les invariants solidaires de toute transformation réversible : c'est ainsi qu'un ensemble divisé en sous-ensembles ou modifié en sa disposition spatiale sera conçu comme comprenant plus ou moins d'éléments qu'initialement, etc., ou encore que les transitivités A = C si A = B et B = C ou A < C si  A < B et B < C ne sont pas encore évidentes faute de coordinations réversibles entre les relations successives.

Cette seconde étape, universelle et incontournable, ne peut être formalisée selon un modèle logique faute de réversibilité; elle n’est donc pas un stade. Elle est réservée au développement de la fonction symbolique. Or il faut longtemps pour pouvoir se représenter les objets  et  les actes à l’aide de mots et de phrases. Le rôle que Piaget donne au langage est ici mis en lumière, il est l’autorisation psychologique de la mise en place des actions intériorisées et de l’anticipation de leurs résultats. Mais il ne peut établir ni ces coordinations ni garantir la justesse des anticipations qui en découlent.

Au cours d'une troisième période (de 7 ou 8 à 11 ou 12 ans chez l'enfant), une certaine réversibilité est atteinte au niveau de ce que nous appellerons des «opérations concrètes», c'est-à-dire de certaines opérations de classes ou de relations mais portant encore sur les objets manipulables (ou évocables) eux-mêmes et non pas sur des énoncés verbaux posés à titre d'hypothèses. C'est ainsi que le sujet parviendra à construire des emboîtements hiérarchisés- de classes A + A' = B;  B + B' = C;  etc. et à manier de ce fait même les déboîtements B - A' = A;  etc. Il parviendra de même à construire des enchaînements de relations asymétriques transitives A < B < C < ... en coordonnant les deux sens de parcours, de telle sorte que la transitivité lui deviendra évidente. Il donnera également les mises en correspondance, les tables à double entrée ou matrices multiplicatives, etc. La forme générale de ces structures opératoires réversibles sera dès lors celle du «groupement» . Mais précisément parce qu'il ne s'agit encore que d'opérations «concrètes» et que le propre du «groupement» est de procéder de proche en proche sans la généralisation combinatoire qui permettrait d'atteindre la structure de «réseau» (ou treillis), la réversibilité conquise au cours de cette période n'atteint encore qu'un niveau élémentaire en ce sens que les formes logiques qui s'élaborent ainsi ne sont pas encore indépendantes de leurs contenus et demeurent par conséquent non entièrement détachées des processus temporels inhérents à la manipulation.

Pour illustrer le stade préopératoire, Piaget choisit ici les groupements des classes et des relations; nous avons pris celui du groupement arithmétique qui élimine les caractères qualitatifs des deux autres groupements comme nous avons tenté de  l’expliquer au début de ce cours et dans le paragraphe précédent. Le modèle des groupements est là pour permettre d’atteindre le vrai, l’intelligible qui satisfont de réels plaisirs et pas des moindres. Il faudrait ajouter que la structure de groupement s’empare très progressivement des différents secteurs de l’expérience du sujet; ces attestations non-contemporaine d’une même structure sont appelées des décalages horizontaux.(cf. Annexe n°5).

Avec la quatrième période apparaissent trois nouveautés en prolongement des conquêtes du niveau précédent : (1) une généralisation des classifications aboutit à cette classification à la seconde puissance qu'est la combinatoire;  (2) cette combinatoire permet aux opérations de classes et de relations jusqu'ici bornées par la structure de «groupement» de se compléter par des opérations propositionnelles (l'implication  p ( q, l'incompatibilité p/q, etc,) qui constituent alors une forme logique plus générale et fonctionnant indépendamment de son contenu; (3) cette structure formelle 
atteint de ce fait une réversibilité entière, et sous ses deux formes distinctes l'inversion N (par exemple implication p ( q comporte une inverse p.(q () et la réciprocité R (q ( p pour p ( q) d'où une synthèse possible en un groupe de quatre transformations N,R,C (= NR) et I (identique I = NRC) qui réunit en un même système les deux sortes de réversibilité jusque-là séparées.

Nous expliquons et illustrons un peu le stade formel ou le groupe des deux réversibilités dans l’annexe n°5 de ce cours, mais c’est essentiellement dans le cours n°3 que nous développerons la combinatoire et la loi de dualité des réseaux (Internet 2003).

Ainsi se constituent les structures opératoires, qui, grâce aux progrès de la réversibilité, acquièrent un caractère extratemporel, permettant de transcender le flux irréversible des actions initiales : ce sont alors ces connexions extemporanées qui grâce au déroulement ininterrompu des abstractions réfléchissantes fourniront le donné dont la logique des logiciens effectue l'axiomatisation.

C’est à Pierre Gréco que nous demanderons de commenter la fin de ce texte: «Piaget est peut-être le seul qui ait pris la peine d’élucider les fondements épistémologiques de cette démarche «formalisante», le seul qui se soit explicitement demandé pourquoi il était possible de fournir des modèles de la pensée naturelle et pourquoi certains modèles logiques expriment adéquatement la réalité de la pensée (ces deux questions n’étant pas forcément identiques l’une à l’autre)» (S.S., 1991, p. 28). La pertinence du propos impose de n’y rien ajouter.

ANNEXES DU COURS N°2: Résumés et exercices

Annexe n°1. Glossaire (en liaison avec les cours 1 et 2)
Une quantité brute est un rapport perceptif immédiat, une qualité brute directement perçue.

Ex: «Il y en a plus parce que c’est plus long, plus haut etc.»

Une quantité discrète est composée d’éléments isolés les uns des autres.

Ex: Vous qui êtes réunis dans l’amphithéâtre.

Une quantité continue se situe sur un continuum. Ex: la longueur de l’amphithéâtre.

Une quantité intensive consiste à affirmer que:

a) un tout est plus grand qu'une de ses parties (ou égal)

b) une partie est plus petite que le tout (ou égale). Ex: il y a plus d’animaux (B) que de chats (A); il y a plus d'animaux que de chiens (A' = les animaux qui ne sont pas des chats); etc.

Tous les A sont des B, quelques B sont des A, aucun A n’est A’ (logique des classes et des propositions). Les A sont toujours des B; les B sont quelquefois des A; les A ne sont jamais des A’ (logique des propositions, plutôt).

Les rapports quantitatifs entre le tout et ses parties peuvent se régler sans faire intervenir le nombre.

Une quantité extensive permet d’introduire un rapport déterminé entre les parties. Ex, devant beaucoup de chats (A) et peu de chiens (A'), il s'avère que presque tous les animaux (B) sont des chats (A). C'est toute la différence entre les mathématiques et la logique, selon Piaget.

En logique interviennent seulement des relations de partie à tout.

En mathématique, interviennent des relations de partie à tout et des relations de partie à partie. Le besoin de nombre devient alors impératif.

Une quantité est numérique lorsque les parties d’un tout peuvent être réunies par l’addition des unités qui les composent; elle est également numérique lorsque la différence qui existe entre les parties A et A' est connue.

Annexe n°2. Le nombre est une classe sériée ou le groupement des classes et des relations (résumé du point 1 du cours n°2)
Lorsqu’on égalise toutes les différences entre les éléments des collections A et O, ceux-ci deviennent des unités.

EX:
A A A A A A 

O O O O O O

Pour quantifier exactement les A et les O, il convient de les ordonner afin de ne pas les confondre.

Ainsi, le premier A est précédé d’une classe nulle, le second par la classe (A), le troisième par la classe (A,A). La suite des éléments ainsi ordonnés est telle que chaque élément est séparé de son prédécesseur (-A) ou de son successeur (+A), par un élément et un seul. Mais pour atteindre le second il faut passer par le premier, pour atteindre le troisième, il faut passer par les deux premiers, faute de quoi, il n’y a pas de repérage exact.

Autrement dit, les éléments considérés comme équivalents sous A ou sous O sont les éléments d’une classe, mais contrairement à ceux d’une classe, ils sont distingués les uns des autres pour ne pas être confondus ou oubliés. Ils sont alors sériés: ( A)<(AA)<(AAA). Cette sériation revient à les inclure les uns dans les autres: (((A) A) A).

La suite des nombres apparaît comme une sériation équidistante: A< A+A <A+A+A qui peut être considérée comme la synthèse ou un groupement des systèmes des classes et des relations. Pour Piaget, le nombre est né de cette synthèse (opérée par l’esprit) entre les classes (être équivalent sous A ou O) et les relations (être après, encore après, encore encore après, etc.).

Ce qui vient d’être écrit avec A peut être écrit avec 1 et permet alors de représenter le nombre d’éléments de n’importe quelle collection composée d’éléments totalement déqualifiés mais ordonnés:

(1)<(1,1)<(1,1,1)

(((1)1) 1)

De sorte que la relation d'ordre, lorsqu'elle est appliquée aux classes, transforme la collection d'unités en une somme: 

1< 1+1 < 1+1+1

1 < 2 <3.

Annexe n°3. Exercices sur les attestations empiriques d’une pensée irréversible ou réversible (en liaison avec le point 3.4 du cours n°1 et le point 2.1 du cours n°2)
Les réponses des enfants sont toujours en italiques.
A. Célestin et la surface

[image: image1.bmp][image: image2.bmp]On utilise 6 carrés blancs        de 5 cm de côté et 6 carrés jaunes           de 5 cm de côté. On dispose les 6 carrés blancs côte à côte de façon à constituer un rectangle blanc de 15 cm sur 10 cm (fig. 1). On demande à Célestin de mettre un jaune pour un blanc de manière à ce qu’il constate, par superposition, l’égalité des rectangles blancs et jaunes ainsi formés. On fait glisser les jaunes à droite en les disposant selon un rectangle identique en tout point au rectangle blanc (fig. 1). Commence alors l’épreuve proprement dite

[image: image3.bmp]Situation 1 (fig. 1)

«Est-ce que le rectangle blanc et le rectangle jaune occupent la même place sur la table? - Oui, on peut mettre un jaune sur un blanc, et puis un autre jaune sur un autre blanc, etc.»

Situation 2 (fig. 2)

On fait basculer le rectangle jaune à l’horizontale:

«C’est le rectangle blanc ou le rectangle jaune qui occupe le plus de place sur la table? – Le jaune tu l’as mis de côté, le blanc est moins gros (=large) mais il est plus grand (= haut). – Il est plus grand et il prend moins de place? – Ah non, je me suis trompé,  ils prennent la même place; si tu mets les jaunes comme au départ, ça prend la même place.»
Situation 3 (fig. 3) 

On dispose les jaunes en une seule ligne:

«Ce sont les jaunes ou les blancs qui prennent le plus de place sur la table? – La colonne jaune prend plus de place mais si on met un jaune sur un blanc, ce sera la même place; tandis que là c’est la colonne jaune qui prend le plus de place. – Et si tu mets un jaune sur un blanc, est-ce qu’il restera des jaunes? – Non ... oui, mais comme cela, c’est la colonne jaune qui prend plus de place.»
Situation 4 (fig. 4)

On espace les blancs par blocs de deux et on dispose les jaunes selon un escalier:

«Et maintenant ce sont les blancs ou les jaunes qui occupent le plus de place? – Les blancs, parce qu’ils sont espacés. – Compte les blancs. – 6 (sans compter). - Et les jaunes? - 6 (sans compter)... - Ah non! Ils prennent la même place. - Tu disais que les espaces entre les blancs prenaient plus de place sur la table (on montre). – Je me suis trompé, c’est la même place les jaunes et les blancs, c’est le même nombre.» 

On revient à S3. On demande à Célestin de compter les jaunes et les blancs et il déclare: «La colonne jaune prend plus de place, c’est évident!»
1°)
Partager les réponses de Célestin en deux catégories: les réponses non intelligentes et les réponses intelligentes en S2, S3 et S4, puis expliquer les raisons fondamentales de ce partage selon Piaget.

2°)
Dire en en justifiant votre point de vue si cette épreuve peut être considérée comme une attestation empirique du statut épistémologique du nombre.

B. Claire, Aurélien et la substance


Claire (8,7)
1
2
Aurélien (8,7)










1°)
Identifier les différents arguments de conservation donnés par les deux enfants (identité, compensation, inversion).

2°)
Expliquer en quoi ces arguments peuvent être considérés comme des attestations d’une pensée réversible. 

3°)
Imaginer les contre-suggestions (= C.S.)

4°)
Dire, en justifiant votre point de vue, si Claire et Aurélien appartiennent à un même milieu socioculturel.

Annexe n°4. Exercices sur la genèse du nombre: entretiens d’enfants à analyser (en liaison avec le point 2.1 et 2.2. du cours n°2)

A. Jules

Situation 1

Jules est devant 15 pièces de 5 centimes figurant un M. Il décrit correctement les données. On lui donne un porte-monnaie contenant 5 pièces de 5 cts, 10 pièces de 10 cts, 10 pièces de 20 cts."Tu prends le même nombre de pièces que dans le M, pas plus, pas moins, et tu fais ce que tu veux avec."Il compte de l'œil les pièces du M puis sort une à une les pièces du porte-monnaie pour réaliser un W (10 pièces de 10 cts et 5 pièces de 20 cts)."Comment sais-tu qu'il y a le même nombre de pièces? - J'ai compté 15."

Situation 2

"Plus dans le M ou plus dans le W? - Plus dans le W. - Plus de quoi? - Plus d'argent.

Situation 3

"Si tu comptes les pièces du W trois par trois (on montre), et les pièces du M cinq par cinq (on montre), tu vas trouver quel nombre ici (W) et là (M)? - A peu près le même. - A peu près? - Oui, le même, sauf que c'est plus long trois à trois."

1°) Indiquer, en justifiant l'utilité du M de la figure témoin et du matériel donné, les buts précis des trois situations.

2°) Analyser et interpréter les procédures, les réalisations, et les réponses de Jules en termes de relations ou de lois constitutives du nombre selon J. Piaget.

B. Valentine 

Situation 1

Devant 10 jetons rouges (de 6 mm de diamètre) alignés, on demande à Valentine de mettre autant (égal) de jetons bleus. Elle pose alors avec application un bleu sous chaque rouge, puis admet sans ambiguïté l’égalité: “C’est l’égalité les deux. - Comment le sais-tu? - Je le vois.”

Situation 2

On écarte légèrement des derniers jetons bleus pour que le dernier bleu dépasse un tout petit peu: “Et maintenant, plus de rouges ou plus de bleus? - Il n’y a pas plus. - Quelqu’un m’a dit plus de bleus à cause de celui-là (on montre le bleu qui dépasse). - Celui-là, il fait pas plus (sûre d’elle). - Pourquoi? - Ça se voit, il est tout près.”

Situation 3

On écarte les jetons bleus pour que trois bleus dépassent nettement sous les rouges: “Où y en a-t-il plus maintenant? - Là (montre les bleus). - Pourquoi? - Il y en a trois. - Pour avoir égal de rouges et de bleus, que faut-il faire? - Les rebouger comme avant. - Quelqu’un m’a dit qu’il fallait remettre trois rouges en haut. - Ah non! Ça fera plus en haut. - Et si on rajoutait un petit rouge tout près des autres rouges? (silence, gênée, se tortille sur sa chaise) - Non, faut pas en remettre, faut les rebouger comme avant.” (On le fait.)

Situation 4

“Où plus maintenant? - C’est égal les deux. - Tu es sûre? - Oui, je le vois bien  (regarde avec application).”

Situation 5

On empile les bleus sous la ligne des rouges: “Plus de rouges ou plus de bleus? - Plus de bleus, c’est tout haut, ils sont beaucoup. - Mais comment ils étaient les bleus avant? - Ils étaient longs. - Comment? - Comme là (montre les rouges). - Mais comment est-ce possible que les bleus soient plus maintenant? - Ben les uns sur les autres ça fait beaucoup!”

On a proposé une dernière transformation à Valentine qui a donné à peu près les mêmes réponses que dans la situation 5.

1°) Analyser, en fonction des objectifs des situations 2, 3, et 5 notamment, les réponses de Valentine à l’aide des concepts piagétiens qui vous paraîtront les plus pertinents (tout terme technique sera défini et illustré à partir des réponses de V.)

2°) a) Déduire l’âge approximatif et le niveau génétique de la fillette.

b) Imaginer les réponses qu’elle donnerait dans la situation 5 quelques mois plus tard, puis carrément un an plus tard.

3°) Expliquer en quoi l’évolution des réponses à travers trois âges différents relève selon Piaget d’un processus d’équilibration qui doit entre autres fort peu au langage. L’explication se fera à partir des concepts piagétiens définis et appliqués aux réponses de V (celles de l’entretien, celles que vous aurez imaginées en 2b).

Annexe n° 5. La généalogie des stades: la logique ou le miroir de la pensée (résumé des points 3.1. et 3.2. du cours n°2)

Le projet de Piaget est d’atteindre le fonctionnement de la pensée naturelle. Pour ce faire, il établira une correspondance entre les connaissances expérimentales (investigations empiriques) et les modèles logiques (Poincaré, Grize; Klein). Par conséquent, un stade c’est d’abord:

-
Une structure d’ensemble formalisée par un modèle logique qui comporte des lois d’organisation.

-
Ce modèle de compétences engendre pendant la période qu’il couvre des performances variées non-synchrones, des performances qui se ressemblent comme des frères et des sœurs puisqu’elles ont «le même père» (ou la même mère) cognitif (ve). Ces attestations non contemporaines d’une même structure sont appelées des décalages horizontaux.
I. Aperçu sur les 3 structures d’ensemble: 4 périodes mais 3 structures d’ensemble

A/ Au stade sensori-moteur correspond le groupe pratique des déplacements ((Poincaré)  caractérisé par 4 lois

1 – La composition: un déplacement A ( B et un déplacement B ( C peuvent se coordonner en un seul déplacement A ( C qui fait encore partie du «système» des déplacements.

2 – La réversibilité: à tout déplacement direct A ( B peut être associé au plan moteur le déplacement inverse B ( A.

3 – L’identique: La composition des déplacements direct et inverse donne le déplacement nul. Cette composition assure la réversibilité du système.

4 – L’associativité: On peut atteindre le point C par différentes compositions des déplacements.

Voici par exemple, au niveau des débuts de l’intelligence sensori-motrice, un bébé de 7 mois à qui l’on offre son biberon à l’envers: tant que la perception reste soumise à l’apparence immédiate, l’enfant ne parvient pas à le retourner (bien que sachant fort bien le faire pratiquement s’il aperçoit un fragment de l’autre extrémité (= irréversibilité des perceptions), puis par une décentration progressive de la perception et de l’action à l’égard du point de vue subjectif ; il résout le problème en insérant l’objet dans un système groupé de mouvements de rotation (L.M.D.M., 1941, p.219).

B/ La période prélogique ou préopératoire: absence de structure d’ensemble (pas de stade)

Préopératoire signifie absence d’opérations de la pensée (cf. la définition des opérations dans les cours 1 et 2)

Aspect positif cette période est celle du développement de la fonction symbolique. 

Aspects négatif: La pensée est confinée dans l’égocentrisme, par conséquent dans l’absence de réversibilité complète. Elle ne connaît pas de désordre (s), pas de conflit(s) intellectuels trop intenses. A la fin de cette période commencent les décentrations qui aboutissent à la saisie de multiples indices et à la mise en place des embryons de réversibilité.

C/ Le stade opératoire concret ( Grize) ou la structure des groupements caractérisée par les mêmes lois de composition que la précédente. Mais ces lois régissent des actions exécutées par la pensée et non plus des actions exécutées au plan moteur.

1 – Composition: 2 transformations composées entre elles en donnent une 3ème qui reste un élément du système: boule ( boudin (1ère transformation); boudin ( galette (2éme transformation); boule ( galette (3ème transformation) qui appartient à la même quantité de substance.

2 – Réversibilité par inversion: à toute transformation directe est immédiatement associée son inverse: on peut refaire la boule comme avant. Mais l’enfant doit penser sans cesse à ce retour possible sans l’exécuter pour accéder à la réversibilité.

3 – L’identique: la transformation directe croisée par son inverse ramène à l’état initial. La galette redevient boule en pensée.

4 – L’associativité: un même état final peut être obtenu par des compositions différentes (cf. les différentes transformations possibles pour passer d’une boule à une galette).

Il existe deux types de réversibilité propres aux groupements:

- La réversibilité par inversion (N): à toute opération directe peut être associée son inverse: A(B ; A(B.

- La réversibilité par réciprocité (R): toute opération directe A est solidaire d’une autre opération B qui la compense. Plus la boule s’amincit (A) plus elle s’allonge (B).

Le propre de la pensée opératoire (entre 6 et 12 ans) est de fonctionner selon un système régi par la réversibilité par inversion ou par réciprocité. Une même transformation ne peut être conçue comme étant à la fois une inverse et une réciproque. A l’opération directe A→B correspond une inverse: A←B;. A l’opération directe A(B correspond une réciproque B(A.

L’enfant pense à l’action inverse puis à l’action réciproque ou inversement mais il ne peut penser les deux simultanément. L’inverse et la réciproque sont en quelque sorte disjointes, juxtaposées (P.E., p. 110): Les décalages horizontaux les plus célèbres sont ceux de cette période: 6 ans entre la conservation d’une quantité discrète et celle du volume; 4 ans entre l’inclusion des roses dans les fleurs et celle des canards dans les oiseaux!

D/ Le stade formel ou le groupe des 2 réversibilités (Klein; cours n° 3, Internet 2003)

- On assiste au dégel de la juxtaposition des 2 réversibilités qui sont combinées en un seul groupe, celui des 2 réversibilités: le groupe I.N.R.C.( I= directe, N= inverse, R= réciproque; C= corrélative ou l’inverse de la réciproque). Cette fois ci une même opération est l’inverse d’une autre et la réciproque d’une 3 ème  ( P.E., p.111).

-Attestations empiriques variées: la quantification des classes complémentaires A ( B ((A >(B; la combinatoire, l’ensemble des parties d’un ensemble P(E): à partir de trois éléments, on obtient 2(3(  parties possibles; tirage de 2 dés ( calcul des probabilités de la somme obtenue; les plans expérimentaux etc. L’écriture est indispensable pour passer des groupements opératoires concrets au groupe des 2 réversibilités: «Le milieu social peut accélérer ou retarder l’apparition d’un stade, ou même en empêcher sa manifestation.» (P.P.G. p. 55)

P(E):Vous présentez à un enfant de douze ans trois éléments, trois fleurs: un myosotis, une rose, un coquelicot, en lui demandant: «Combien de bouquets différents tu pourrais faire avec ces trois fleurs-là? Au début, il tâtonne. Il sépare le myosotis, la rose et le coquelicot. Il demande: «Trois bouquets de une fleur, ça va?» -  C’est bien. Continue. – Et puis, ben, je peux faire un bouquet avec les trois... Euh... Ca fait déjà quatre bouquets comme ça. – C’est tout? – Non. Non. Attendez: Je mets le coquelicot avec la rose. Le coquelicot avec le myosotis. Euh... je vais écrire pour rien oublier: Alors. J’ai dit qu’il y en avait déjà quatre. Je recommence. Je mets le coquelicot avec la rose, le coquelicot avec le myosotis, la rose avec le myosotis, le myosotis avec le coque... Ah! non. J’ai déjà fait! Bon. Euh... Il y a trois bouquets de deux fleurs. – Alors ? combien de bouquets possibles avec trois fleurs? – Sept! – Tu est sûr? Sept? Pas plus? Quelqu’un m’a dit qu’il vaudrait mieux dire huit. – Non, non. Ca fait sept. Il n’y a rien à huit. Rien,! – On ne sait jamais. Tu pourrais perdre tes trois fleurs en route. – Ah! C’est pour ça que vous dites huit ?! Ah ! ben. Huit c’est possible» (Chalon-Blanc, 1997, pp. 18-19).

II – Le modèle intégratif de la généalogie des stades

- Chaque structure prépare la suivante. En cela elle lui est nécessaire. Il y a par conséquent un ordre constant dans la  filiation des structures qui se succèdent à des vitesses différentes selon les cultures.

- Chaque structure nouvelle intègre la précédente en la transposant sur un plan supérieur (première fonction de l’abstraction réfléchissante): Les réels déplacements du groupe sensori-moteur sont effectués par la pensée dans les groupements opératoires concrets. (cf. ,les représentations et vos réels déplacements entre la rue de l’école de médecine et la rue Cujas, § 3.2, le groupe des transformations). Les opérations des groupements sont elles-mêmes coordonnées en un seul groupe bi-réversible pour être  débarrassées de contenus concrets ou évocables.

- Les acquisitions des périodes précédentes ne sont jamais abolies; elles trouvent une autre signification lorsqu’elles appartiennent à une structure de niveau supérieur (2ème fonction de l’abstraction réfléchissante). L’objet permanent du niveau sensori-moteur est un élément intégrant des notions de conservations ultérieures. Les formes des opérations concrètes (classifications, sériations, nombres) sont les contenus de pensée du stade opératoire formel (la combinatoire est la classification des classifications).

III – La force du modèle structuraliste intégratif

- Expliquer le discontinu par le continu: les sauts qualitatifs dans le développement de l’intelligence correspondent à l’accession à un nouveau stade, (achèvement de la structure) c’est-à-dire à une structure cognitive radicalement différente de la précédente. Ces discontinuités sont préparées de manière lente et continue selon le modèle d’équilibration régi par les processus d’assimilation et d’accommodation qui aboutissent à un nouvel état du réel (préparation de la structure).

- Expliquer la très grande variété des conduites par un modèle unique. La nature de l’intelligence consiste toujours à abstraire un invariant, à partir d’observations très hétérogènes, en ce cas une même structure du fonctionnement de la pensée.

- Ce modèle évite le réductionnisme biologique en même temps qu’il s’inscrit contre l’empirisme. Le programme génétique ne peut déterminer l’état de construction d’un réel qui est «étranger»aux autorisations neuronales. Les milieux physique et social ne peuvent être, par définition, à l’origine des opérations de la pensée du sujet.

IV – La faiblesse et les critiques du modèle

A – La faiblesse

- Les décalages horizontaux qui mettent en difficulté une même structure cognitive n’ont jamais été expliqués de manière convaincante par Piaget (à cet égard, il serait néanmoins utile de lire les pages que Piaget consacre à ces décalages pour être au clair avec la faiblesse de son explication: L.D.M.M., pp. 263-270). Ajoutons que ces décalages redonnent aux objets un rôle que les empiristes oublient trop souvent puisqu’ils mettent en échec une structure jusqu’à ce qu’ils l’obligent à s’instancier ou mieux encore à se modifier (cf. le facteur d’équilibration , le passage d’une structure à une autre: les décalages verticaux).

B – Les critiques

-
La notion de structure d’ensemble, autrement dit l’existence de coupures radicales dans les organisations de la pensée a été très contestée au vu des résultats très contradictoires obtenus aux épreuves imaginées par Piaget mais souvent recueillis selon une méthode d’entretien éloignée de la méthode clinique critique. Reviennent en force des modèles associatifs même chez les néo-structuralistes. Toutefois, il est toujours possible de constater une adéquation entre le caractère explicatif des grandes structures piagétiennes et les progrès observés, depuis des lustres, dans le développement de l’intelligence à 6/7 ans et à 11/12 ans.

-
Le poids accordé à l’action dans la conception de l’intelligence a été fort critiqué jusque dans les années 2000, il est actuellement réhabilité. Certains néo-structuralistes postulaient que pour expliquer l’ affirmation : «une feuille est jaune en automne », il n’était guère utile de faire appel à une action intériorisée chez le sujet. C’était peut-être oublier que la feuille jaune en automne était le prolongement de la feuille verte de l’été qui venait elle-même du bourgeon du printemps. Bref, c’était oublier la notion de la permanence de la feuille. Or, cette permanence peut toujours s’expliquer par la réversibilité de la pensée qui , grâce à ses allers et retours, la déduit à partir des différents tableaux perceptifs très hétérogènes de la feuille.

Conclusion

Au terme de ce résumé, il apparaît que la théorie de Piaget est aujourd’hui encore difficilement incontournable pour deux raisons au moins :1) elle reste la seule théorie au plein sens du terme du fonctionnement, du développement et de la nature même de l’ intelligence ; 2) la seule qui tente d’expliquer par le recours aux modèles logiques l’aptitude à la formalisation, et du même coup à ne pas exclure cette forme de pensée de la pensée naturelle.
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-Aurélien prend l'ensemble, fractionne, compare et rajoute. Compare à nouveau puis affirme l'égalité.


�	�- Euh, c'est pareil - Pourquoi? - Parce que vous avez aplati ça fait plus gros, alors celui-là (2) fait plus plus gros, celui-là (1) ça fait plus haut. - C.S. - C'est pas vrai parce qu'on aplatit une boule et ça fait plus gros et la boule est plus haute mais c'est pareil.


�	�- Ben c'est pareil parce que là c'est en saucisse et là c'est en boule. - Et quand ça change de forme ça fait quand même pareil? - Oui.�	�- Pareil parce que là c'est en longueur et là c'est en boule - Et alors? - Ca sera toujours pareil parce qu'on a mis en boule à égalité avant et puis maintenant on fait des formes alors ça sera toujours pareil


-C.S. - Non, c’est toujours pareil. �	�- C'est pareil parce qu'ici on a mis en petits bouts et si on les remet en boule ça ferait toujours les mêmes.








Claire a beaucoup de mal à fractionner la même quantité de pâte et s'en rend compte.


�	�- C'est pareil, parce que là c'est aplati et là c'est un rond, enfin une boule. - C.S. - Non, là c'est aplati alors y’a beaucoup en longueur mais y’a pas beaucoup en largeur; et là, y’a pas beaucoup en longueur mais y’a beaucoup en largeur.





�	


- C'est les deux pareils, parce que t'en as pas enlevé là et y'en avait pareil des deux côtés.





	�- C'est égal. T'en a pas enlevé, t'en as pas rajouté. - C.S. - Non. - Pourquoi non? - Parce que t'en a pas enlevé ni rajouté ni là non plus.








	�- C'est égal parce que là t'en as pas rajouté. – Oui, mais il y a plein de morceaux ici. – Oui mais c'est plus petit que ça (1), les morceaux. - Explique. - L'autre boule tu l'as mise en morceaux et elle était égale à celle-ci.
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« Plus en 1 ou plus en 2 ? »
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(�) DAVAL et GUILBAUD, Le raisonnement mathématique (P. O. F.).


(�) HUSSERL, Idées directrices pour une phénoménologie (Trad. Ricœur, N. R. F., pages 31-32).


(�)L'abstraction opératoire se révèle déjà dans les procédés les plus naïfs. Brunschvicg cite le cas d'une vieille Andalouse qui, lorsqu'on lui demandait son âge, répondait: "quatre douros et quatre réaux, Monsieur!"Quatre douros à vingt réaux chacun font quatre-vingts; plus quatre réaux. la vieille a quatre-vingt-quatre ans."Pour s'apercevoir que le compte des années était le même que le compte des réaux et pour faire servir à ses fins le système monétaire du peuple espagnol, il faut qu'elle ait dissocié la relation de nombre et l'image de la monnaie. Plus l'expression est déconcertante de gaucherie et de naïveté, plus l'effort d'intelligence apparaît subtil et sûr de lui-même."


(Brunschvicg, Étapes de la philosophie mathématique, 3e édition, page 24.)


(�) La pensée réversible a inventé le miroir pour dépasser cette impossibilité.
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