Apprendre les mathématiques à l’école primaire et au début du collège
L’essentiel en 10 pages et … notions. (site TFM)
Apprendre les mathématiques, dès l’école primaire, c’est s’initier à une manière de penser et s’en approprier les outils conceptuels et les méthodes. Le propos peut sembler audacieux lorsqu’il concerne de jeunes enfants. Il est cependant légitime, dans la mesure où, dès le départ des apprentissages, les différentes composantes de l’activité mathématique sont présentes.
 Un enfant de Grande Section ou de début de CP aura remporté un jeu dès qu’il aura accumulé 10 jetons. Il en a déjà engrangé 7 et il s’interroge sur ce qu’il doit maintenant gagner pour être déclaré vainqueur. Il se trouve confronté à un problème d’anticipation que ses connaissances mathématiques, mêmes modestes, lui permettre de résoudre, par exemple en comptant au-delà de 7 : huit, neuf, dix tout en levant un doigt pour chaque mot prononcé, avant de conclure : il faut que j’en gagne encore trois. 
 Ce même enfant récite la suite des nombres qu’il connaît et se hasarde même un peu au-delà : … vingt-sept, vingt-huit, vingt-neuf, vingt-dix, vingt-onze… Il ne maîtrise pas la suite orale des nombres au-delà de vingt-neuf, mais il s’est interrogé sur la structure de celle-ci et a commencé à repérer des régularités qui lui seront fort utile pour l’apprentissage de la numération décimale.
 Deux enfants de CM2 se demandent comment faire pour partager une tarte rectangulaire en 4 parts égales. Ils ont dessiné un rectangle et un des enfants propose ce partage :
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Le premier soutient que le partage n’est pas équitable car les parts en grisé sont plus petites que les parts en blanc sur le dessin (Regarde le tour de chaque morceau. Tu vois bien que ce n’est pas la même chose). Le second affirme que personne ne sera lésé. Le débat s’engage entre eux jusqu’au moment où le second annonce au premier : J’en suis sûr… et je peux le prouver. Il prend son crayon et ajoute le tracé suivant (ici en pointillé) : 
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Les deux triangles que je te montre (ceux désignés par une flèche), ils sont pareils : c’est la même quantité de tarte. Et bien, une part blanche et une part grise c’est le double, donc elles sont pareilles. Tu peux prendre l’une ou tu peux prendre l’autre.
Confrontés à la question de la preuve, les deux enfants ont cherché des arguments susceptibles de convaincre l’autre, en utilisant des connaissances partagées, une certaine dose d’imagination et quelques capacités de raisonnement.
A travers ces trois exemples, ce sont bien trois aspects essentiels de l’activité mathématique qui sont à l’œuvre :
- les connaissances mathématiques permettent de résoudre des problèmes : c’est même le ressort principal de leur élaboration et le critère essentiel de leur évaluation ;
- les concepts mathématiques sont eux-mêmes objet d’interrogation et l’esprit humain aspire à mieux les connaître pour en avoir une meilleure maîtrise et, si possible, en étendre le domaine d’utilisation ;
- la question de la preuve occupe une place importante en mathématiques et conduit à développer les instruments d’une pensée rationnelle.
 

Préciser les enjeux
Enseigner des mathématiques aux élèves, c’est donc bien plus que leur communiquer un certain nombre de techniques et d’occasions de les utiliser. C’est les initier à une culture, leur permettre de s’approprier des outils conceptuels et méthodologiques. Et cela commence à l’école primaire…
L’extension de la scolarité obligatoire jusqu’à 16 ans, les études générales ou à orientation professionnelle qui suivent, la nécessité d’être disponible pour des formations complémentaires tout au long de la vie ont profondément modifié les finalités de l’école primaire. L’enseignement des mathématiques doit viser bien plus que l’apprentissage de techniques et l’entraînement à des problèmes qui peuvent être traités à l’aide de ces techniques. Comme le précise l’introduction des documents d’application des programmes de l’école primaire, plusieurs catégories d’objectifs sont visés :
  préparer les élèves à bénéficier au mieux de l’enseignement donné au collège, en mathématiques et dans d’autres disciplines, notamment scientifiques ; 

  contribuer à la formation du futur citoyen et à son insertion sociale : fournir des outils pour agir, choisir et décider dans la " vie courante ", faire acquérir de nouveaux moyens d’expression (schémas, graphiques, figures, symboles…) et assurer une vigilance nécessaire au maniement de certains d’entre eux ; 

  faire entrer les élèves dans une pratique mathématisante : les aider à penser des objets " abstraits ", leur donner des occasions de débattre du vrai et du faux, leur fournir quelques références historiques permettant une première prise de conscience de cette partie de l’aventure humaine que constituent les mathématiques ; 

  participer à la formation générale des élèves : développer l’initiative, l’imagination et l’autonomie, favoriser l’apprentissage de l’argumentation, du raisonnement et l’exigence de rigueur ; 

  assurer, même modestement, une première prise de conscience des relations étroites qui existent avec d’autres domaines de savoir, lieux d’utilisation des connaissances mathématiques et lieux de questionnements adressés aux mathématiques. 
Une conscience claire de ces différents enjeux est nécessaire à l’enseignant pour orienter son action pédagogique, en gardant à l’esprit que, de par le milieu dans lequel ils vivent, les enfants ne sont pas préparés de la même manière à aborder une discipline qui implique un haut degré de conceptualisation. Le rôle de l’école est donc d’aider ces élèves à entrer dans une démarche d’élaboration et d’appropriation de concepts destinés à faciliter la résolution de problèmes issus de leur environnement et à s’ouvrir à des investigations dont l’objectif est d’enrichir la connaissance et les potentialités d’utilisation de ces concepts. 
En réalité, dès son plus jeune âge, l’enfant vit dans un monde déjà mathématisé. Les nombres (exprimés par des mots ou par des chiffres) et les formes (utilisées pour la réalisation d’objets ou présentes dans certains de ses jeux) font partie de son environnement. Par ailleurs, Stanislas Dehaene (1), chercheur en neuropsychologie cognitive, soutient que la perception du nombre a été implantée dans le cerveau par l'évolution, que " dès leur première année de vie, tous les hommes possèdent déjà l’intuition du nombre " et que " dans un certain sens, donc, nous avons tous la bosse des maths ". Dès sa plus jeune enfance, dès les premières années de l’école maternelle, l’enfant est donc au contact d’objets mathématiques et confrontés à des expériences qui en montrent la puissance. Mais il faudra du temps pour que ces objets deviennent des concepts, pour que, par exemple, les nombres acquièrent une vie autonome. Cela ne se réalisera guère avant l’entrée au Cours Préparatoire où les mathématiques commencent réellement à pouvoir s’échafauder. C’est dire que les prédispositions du cerveau et le bain numérique dans lequel vivent les enfants ne suffisent pas à la conceptualisation. Conscient de ces potentialités et de ces ressources, l’enseignement se doit d’aider tous les élèves dans la conquête des concepts mathématiques, de leur évidente utilité comme de leur apparente futilité.
 
Maîtriser un concept

La maîtrise d’un concept ne se réduit pas à celle d’un ensemble de techniques ou à l’énoncé d’un certain nombre de définitions, propriétés ou théorèmes. Un concept mathématique n’acquiert véritablement ce statut que lorsqu’il est défini à l’intérieur d’une théorie mathématique. En ce sens, le jeune élève ne travaillerait pas sur des concepts mathématiques. Ce serait ignorer que, dans l’histoire personnelle de chacun comme dans celle des mathématiques, un concept n’est jamais apparu brusquement dans sa forme définitive. Il a toujours été le fruit d’une longue élaboration au cours de laquelle il a été d’abord reconnu comme outil efficace avant de devenir un objet familier, étudié pour lui-même… avant d’être complètement théorisé. Et cette aventure là débute bien dès l’école primaire, même si, pour beaucoup, elle s’arrête avant l’inscription du concept dans une théorie identifiée. La formation du concept d’addition sur les entiers naturels est ainsi ancrée dans les premières questions qui peuvent être posées à un enfant, à partir d’une expérience comme : " J’ai quatre cailloux dans ma main droite et deux cailloux dans ma main gauche. Je les mets tous dans la même main. Combien y a-t-il de cailloux dans cette main (refermée sur tous les cailloux) ? ". Très tôt, dès 4 ou 5 ans (ou même avant avec des nombres plus petits), par une résolution de type analogique, les enfants sont capables d’apporter une réponse à la question posée : ils dessinent les objets évoqués ou les représentent avec leurs doigts et, par dénombrement (un, deux, trois quatre, cinq, six) fournissent le nombre de cailloux. Plus tard, ils deviennent capables de répondre sans représenter tous les objets, mais par exemple en comptant en avant de deux au-delà de quatre (cinq, six). Ce n’est que lorsqu’ils deviennent capables de dire que la réponse est six parce que " quatre et deux, ça fait six ", puis de le traduire symboliquement par 4 + 2 = 6, qu’on peut estimer qu’un nouvel objet mental (nommé addition) est en voie de conceptualisation. Peu à peu, l’addition sur les nombres se dégagera des problèmes qui lui ont donné naissance, sera reconnue et pourra donc être étudiée pour elle-même (par exemple 10 + 11 est déclaré égal à 21, parce que je sais que c’est 1 de plus que 10 + 10 dont je connais le résultat). Dans le même temps, le champ des problèmes qui peuvent être résolus à l’aide de l’addition pourra être étendu.
On le voit, la maîtrise d’un concept commence à l’école, mais elle n’est y jamais achevée.
A chaque étape de son apprentissage, la maîtrise du concept peut être caractérisée par quatre grandes catégories de connaissances.
- La première catégorie est représentée par l’étendue des problèmes que l’élève est capable de résoudre à l’aide du concept. Il peut être capable de résoudre très tôt le problème de la réunion de deux collections de cailloux évoqué précédemment et beaucoup plus tard un problème comme : " Pierre possède 4 images. Il en a 2 de moins que Sophie. Combien Sophie possède-t-elle d’images ? ". Inventorier les types de problèmes qu’un concept permet de traiter et organiser, dans la durée, le travail sur ces problèmes sont des tâches essentielles de l’enseignement.
- La deuxième catégorie regroupe les moyens d’expression et de communication disponibles pour l’élève. En mathématiques ces éléments peuvent être verbaux (plus, point, segment…), symbolique (+, A, [AB]…) ou graphique ([image: image3.jpg]Xou —F—
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pour un segment). La détermination des modalités langagières utilisables ou utilisées à un moment donné de l’apprentissage est également un aspect important des choix de l’enseignant. Trop souvent, une confusion s’établit entre " introduction du concept " et introduction du langage symbolique ou graphique avant même que l’objet mental n’ait commencé à être élaboré par les élèves, ce qui est sans doute à la source de difficulté ou même de blocage pour certains.
- La troisième catégorie concerne les propriétés connues implicitement ou explicitement et qui légitiment les transformations (calculs, par exemple) effectuées à propos de ce concept. Ainsi, le calcul de 10 + 11 évoqué précédemment repose implicitement sur la propriété d’associativité de l’addition 10 + (10 + 1) est égal à (10 + 10) + 1 et sur la connaissance du fait que ajouter 1 revient à prendre le nombre suivant. Ces connaissances en acte peuvent être utilisées sans être nécessairement formalisées. L’opportunité de les faire utiliser implicitement avant de les faire identifier, la forme et le moment de leur explicitation constituent d’autres choix qui impliquent, comme les précédents, un travail de toute l’équipe enseignante.
- La quatrième catégorie est constituée par le stock de résultats stockés en mémoire (faits numériques, procédures automatisées…) qui permettent à la pensée de pouvoir fonctionner rapidement et efficacement sans risque de surcharge cognitive. C’est dire aussi que si l’aide à la compréhension est indispensable, l’aide à la mémorisation est également essentielle (l’entraînement en étant une composante importante, mais pas la seule).
Ces quatre catégories de connaissances évoluent de manière interactive, s’enrichissent mutuellement (on peut parler de spirale de l’apprentissage) et leur repérage permet de définir un état de savoir de l’élève relativement au concept considéré.
Par ailleurs, la maîtrise d’un concept se construit en relation étroite avec celle d’autres concepts. Ainsi, dans le domaine des entiers naturels, les concepts d’addition et de soustraction sont fortement liés dans la mesure ils interviennent pour traiter les mêmes situations. Par exemple, une situation du type " Thomas possède a petites voitures. Il en donne b à son ami Loïc. Il en a maintenant c. " relève-t-elle (du point de vue d’un traitement expert) de l’addition ou de la soustraction selon que l’inconnue est a, b ou c (les deux autres données étant connues). La notion de champ conceptuel permet de rendre compte de cette relation. 
 
La question du sens

La question du sens est souvent posée à propos de l’apprentissage des mathématiques. Elle est difficile à cerner dans la mesure où elle se pose à plusieurs niveaux auxquels l’enseignant doit être également attentif. Considérons ces deux questions adressées à des élèves de début de cycle 3.
Question 1 : Un enfant compte son argent de poche. Il a 2 billets de 10 €, 4 pièces de 2 €, 7 pièces de 1 €. Combien de billets de 5 € lui donnera-t-on en échange de tout cet argent ? (extrait de l’évaluation à l’entrée au CE2, 2002 et réussi par moins d’un tiers des élèves).
Question 2 : Trouve la règle et continue. Il faut remplir toutes les cases. (extrait de l’évaluation à l’entrée au CE2, 2002 et réussi par moins de la moitié des élèves).
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Les élèves doivent d’abord donner du sens à la situation proposée et à la question posée, ce qui suppose évidemment des compétences en lecture (puisque la situation est communiquée à l’aide d’un texte écrit), mais également une familiarité avec les contextes évoqués : l’argent de poche, les types de pièces et de billets pour la question 1 ; l’organisation d’une série de nombres dans une suite de cases, une signification particulière du mot règle et du mot continue (puisque qu’il faut continuer en remplissant les cases situées après 70, mais aussi celles qui sont avant 85, ce qui correspond moins à la signification usuelle du mot continue).
Dans la question 1, pour réussir, il faut également utiliser ce qu’on appelle souvent le sens des opérations. Ici, ils peuvent mobiliser le sens (ou plutôt un sens) de l’addition pour décomposer 10 en 5 + 5 ou celui (ou plutôt un) de la multiplication pour trouver que 4 pièces de 2 € peut être obtenu par le calcul 4 x 2. C’est donc ici le sens (le pluriel serait plus judicieux) des connaissances mathématiques qui est ici en jeu.
Pour s’engager dans la résolution, l’élève doit également donner du sens à l’activité qui lui est proposée. Il ne peut agir efficacement que s’il a une représentation correcte de ce qu’il faut faire et de ce qu’il peut faire. Ainsi, pour la question 1, il existe plusieurs stratégies pour résoudre le problème posé : totaliser l’argent possédé (35 €) et chercher combien de fois le nombre 5 est contenu dans le nombre 35, procéder de manière progressive en déterminant, par exemple, que 2 billets de 10 € peuvent être échangés contre 4 billets de 5 €, que chaque ensemble de 2 pièces de 2 € et d’une pièce de 1 € peut être échangé contre un billet de 5 €… Ajoutons que ces stratégies peuvent être appuyées par des calculs notés symboliquement ou par des dessins des pièces et des billets.
Il ne faut pas oublier, plus globalement, le sens que l’élève accorde aux activités scolaires, au projet personnel (et souvent familial) dans lequel s’inscrit son travail à l’école, marqué aussi par l’image qu’il se fait ou qui lui est renvoyée de l’utilité des mathématiques, du bénéfice personnel qu’il peut tirer de leur pratique… Si cet aspect déborde largement du seul enseignement des mathématiques, l’image que s’en fait l’élève est également conditionnée par ce qui se passe pendant les séquences de mathématiques.
 
La résolution de problème, de la genèse à l’évaluation des connaissances

La résolution de problèmes a déjà été évoquée à plusieurs reprises. C’est qu’elle est au cœur de l’activité mathématique et de l’apprentissage des mathématiques. Elle en est à la fois le moteur essentiel et l’enjeu principal. 
Les connaissances sont enracinées dans les problèmes dont la tentative de résolution a permis de leur donner naissance, même si ensuite elles ont leur vie propre. C’est pourquoi tout enseignement d’une connaissance nouvelle devrait débuter par l’enseignement d’un problème. La nécessité de la connaissance, marquée par un défi à surmonter, fait ainsi partie de son enseignement et en est même le point de départ.
La capacité de mobiliser les connaissances travaillées pour résoudre un problème déjà abordé ou inédit est la marque la plus aboutie de leur maîtrise et de leur disponibilité, chez un individu. Que vaudrait une connaissance qui ne pourrait être que récitée ou mise en œuvre dans des exercices scolaires maintes fois rencontrés ? Au final, la seule évaluation qui vaille se trouve là, dans la possibilité d’utiliser ce que l’on sait pour affronter une situation nouvelle.
L’enseignant est là pour accompagner l’élève dans ce cheminement, souvent long. Illustrons-le par un exemple simple pour les experts que sont les adultes : celui d’unité de mesure de longueur. Le jeune enfant de CP sait sans doute qu’il mesure 115 centimètres ou 1 mètre 15, mais il ignore probablement tout de la complexité d’une telle expression. Il sait peut-être que cela a quelque chose à voir avec sa taille, sa hauteur, mais il n’est pas certain qu’il ait déjà construit le concept de longueur et peut être pense-t-il, comme beaucoup d’enfants de son âge, que dans cette disposition, la bande A est plus longue que la bande B, " parce qu’elle va plus loin " :
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Le premier temps de l’apprentissage consiste donc à proposer des comparaisons d’objets qu’il est possible de superposer ou de mettre en coïncidence pour savoir lequel est le plus long. Le concept de longueur émergera progressivement et, en quelque sorte, se détachera d’autres propriétés des objets comparés.

Dans un deuxième temps, destiné à renforcer le concept de longueur, les élèves sont invités à comparer des objets qui ne peuvent pas être rapprochés les uns des autres. Pour résoudre le problème posé, il faut imaginer de nouvelles solutions. Certains élèves, par imitation de ce qu’ils ont vu faire ailleurs, peuvent suggérer d’utiliser une règle graduée… mais sans en maîtriser l’usage. Il faut donc trouver d’autres moyens, comme, par exemple, prendre un gabarit de la longueur de chaque objet à l’aide d’une ficelle ou d’une longue bande : les gabarits peuvent, eux, être mis en coïncidence.

Le troisième temps consiste à mettre en échec cette solution, par exemple en n’autorisant que l’utilisation d’une bande beaucoup plus courte que chacun des objets. Les discussions entre élèves conduiront sans doute certains d’entre eux à reporter cette bande sur chaque objet et à déterminer combien de reports sont nécessaires. Deux découvertes essentielles ont été faites à cette occasion : d’une part, une longueur peut être évoquée à l’aide d’un nombre (l’idée de mesure émerge alors), d’autre part, la comparaison des nombres peut être substituée à celle des longueurs. Cette phase essentielle pour la suite des apprentissages dans ce domaine suppose une période d’entraînement suffisant pour installer la notion d’unité conventionnelle (la bande reportée doit être identique pour chacun des objets), celle de mesure et assurer un maniement aisé de la technique de report " bout à bout ". 

Le quatrième temps intervient plus tard, souvent l’année suivante. Un nouveau problème est posé : peut-on imaginer un moyen pour éviter le report fastidieux de la bande-unité ? 

	


 

La solution résidera dans la fabrication d’un outil du type :

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 



Il suffit alors de dénombrer directement les unités. L’idée viendra sans doute qu’il est possible d’éviter ce dénombrement effectif, en numérotant :

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9


Le premier instrument de mesure vient ainsi d’être réalisé.
Dans le cinquième temps, les élèves seront mis en situation de comprendre les instruments usuels, par exemple leur double-décimètre : identifier les unités, constater que la première unité ne commence pas au bord de la règle mais au repère 0, que les nombres marqués ne sont justement pas que des repères, mais qu’ils signalent un nombre d’unités mises bout à bout… Là encore, un entraînement sera nécessaire pour parvenir à une bonne maîtrise de l’utilisation des divers instruments de mesure des longueurs dans diverses circonstances. Cette maîtrise pourra être évaluée par la capacité de l’élève à adapter ces connaissances, par exemple en utilisant une double-décimètre cassé (gradué à partir de 4) pour effectuer un mesurage. 
Cet exemple classique montre comment une connaissance se construit à travers la confrontation à une suite de problèmes, aménagés par l’enseignant. A l’issue de ce travail, l’élève ne dispose pas seulement de la " technique du mesurage à l’aide double-décimètre ". Il a également acquis des éléments de sa technologie, c’est-à-dire une justification de la structure de l’outil (unités reportées) et donc de son usage (machine à dénombrer les reports d’unités, donc à mesurer). Cet exemple permet également de souligner trois autres aspects essentiels du processus d’apprentissage :
· l’importance des échanges entre élèves : de leur coopération pour élaborer des réponses à la confrontation de leurs arguments pour choisir entre des solutions ou pour les valider ;

· l’importance des synthèses de l’enseignant, de ses apports dans des moments d’institutionnalisation pour nommer (unité, mesure…), pour mettre en évidence un élément de connaissance, pour signaler ce qu’il faut désormais savoir ou savoir-faire, bref ce qu’il faut retenir de tout le travail effectué ;

· l’importance enfin de moments d’entraînement à propos de certains éléments de connaissances mis en évidence et dont l’usage doit être, à terme, automatisé (et donc mémorisé).

 
Les difficultés d’apprentissage
Dans l’espace réservé ici, il est impossible de conduire une analyse approfondie des difficultés que rencontrent les élèves dans l’apprentissage des mathématiques. Celle-ci est donc limitée à trois facteurs, ceux sur lesquels l’enseignant a principalement vocation pour agir, de par ses compétences de professionnel de l’apprentissage en milieu scolaire.
De nombreuses études convergent vers le même constat. Confrontés à une tâche mathématique, les élèves utilisent leurs connaissances avec frilosité. Ils préfèrent s’abstenir de répondre plutôt que de risquer une réponse qui pourrait être erronée. Plutôt que d’essayer de comprendre la situation qui leur est proposée, ils cherchent si celle-ci ne ressemble pas une autre déjà rencontrée ou tentent de savoir à quel chapitre du manuel elle peut être référée. Lorsque le problème paraît nouveau, ils se demandent (ou demandent) quel calcul permet de répondre directement plutôt que de " bricoler " une solution originale. Bref, ils se sont faits, au fil du temps et des activités mathématiques rencontrées, une certaine idée de ce qu’il est permis de faire, de ce qui est attendu par l’enseignant. Une forme de contrat, implicite, semble lier maître et élèves à propos de chaque activité. Et, au final, certains élèves font moins que ce qu’ils sont capables de faire dans la crainte qu’ils ont de le faire mal. Comment les aider ? Principalement, en autorisant, en valorisant et en exploitant la diversité des méthodes utilisables pour venir à bout du problème posé. C’est d’ailleurs là un aspect essentiel de la différenciation : accepter que les élèves sont dans des " états de savoir " différents et que, donc, confrontés aux mêmes tâches, ils savent avoir la possibilité d’utiliser des solutions originales, adaptées à leur " état de savoir ", en utilisant un mode de résolution personnel lorsque le mode expert n’est pas disponible pour eux. 
Une autre source de difficultés est davantage référée au savoir lui-même, à la compréhension que les élèves peuvent avoir de certains concepts ou de certains éléments langagiers. C’est une banalité reconnue de dire qu’on apprend à partir de ce qu’on sait déjà. C’en une autre, moins ancrée dans nos esprits, d’accepter que, parfois, on apprend contre ce qu’on sait déjà et que des remises en cause sont donc nécessaires. Dans les deux cas, aller directement au but n’est pas toujours le meilleur moyen de l’atteindre. Prenons deux exemples pour illustrer le propos. 
Premier exemple. Certains élèves ont du mal à utiliser leur double-décimètre, à placer le repère 0 en face d’une extrémité du segment à mesurer et à lire la longueur du segment en face de l’autre repère. La tentation peut être grande alors de leur redire comment s’y prendre et de les y entraîner. Peut-être parviendra-t-on à assurer ce savoir-faire. Mais on n’aura pas mis en place le savoir qui le justifie et qui, seul, permet de s’adapter à d’autres instruments. On a vu, précédemment, que pour cela tout un processus est nécessaire. La difficulté est probablement due au fait que ce processus n’a pas été proposé à l’élève ou qu’il n’en a pas assimilé certaines étapes essentielles ou encore qu’il ne les a pas mises en lien et que, donc, le tissu de connaissances sur lesquelles s’appuie la compréhension de l’usage du double-décimètre est absent ou lacunaire.
Deuxième exemple. Une erreur fréquente, à propos des nombres décimaux, consiste à affirmer que 2,7 est inférieur à 2,13. Sans développer outre mesure, il est possible de faire l’hypothèse que les élèves qui font cette erreur, ont une certaine conception de l’écriture à virgule : 2,7 et 2,13 sont des couples de nombres entiers et la comparaison se résume à celle de 7 et de 13. Pour comprendre la comparaison des nombres décimaux, écrits sous cette forme, il faut en même temps avoir construit une signification correcte des écritures à virgule (fondée sur le fait que la valeur d’un chiffre est déterminée par sa position et sur les relations entre unité, dixième, centième…), mais aussi s’être affranchi de connaissances apprises à propos des nombres entiers (où par exemple la longueur de l’écriture est un critère pertinent de comparaison). Il faut également surmonter les obstacles liés à l’usage social (les formulations deux virgule sept ou deux virgule treize sont susceptibles de renforcer la conception erronée) ou ceux induits par la stratégie didactique utilisée (étudier d’abord les nombres avec un chiffre après la virgule, puis ceux avec deux chiffres après la virgule contribue à asseoir l’efficacité de la procédure erronée de comparaison, puisque, dans ces contextes, elle fonctionne). Ajoutons que c’est parfois contre les significations du langage ordinaire qu’il faut construire les significations mathématiques : dans le langage courant, droit s’oppose à penché, dans le langage mathématique une ligne droite peut être penchée (droit s’oppose alors à courbe). Les pièges sur le chemin de la connaissance sont nombreux. La vigilance didactique de l’enseignant doit donc être permanente.
La troisième source de difficultés est due à la charge de travail induite par le traitement des tâches proposées. Pour certains élèves, la tâche à réaliser est pensée comme possible, ils acceptent de s’y engager, mais, au bout d’un moment, elle les submerge et ils s’y noient. Un élève de CE2 cherche combien de boîtes de 6 œufs il peut remplir avec 68 œufs. Simulant le remplissage des boîtes, il commence par ajouter des 6 (par exemple 6 + 6 + 6 + 6 = 24), puis des 24 (24 + 24 = 48) et termine par 48 + 20 = 68, avant de conclure " 20 boîtes ". Il est évident, qu’au départ, son travail avait du sens et que chaque 6 représentait 6 œufs et était associé à 1 boîte. Puis, pris par la difficulté des calculs, par le nouvel objectif qu’il s’est donné (atteindre 68), il a perdu le sens de son travail et terminé en concluant par le dernier nombre utilisé. Il est possible que, s’il avait été plus agile en calcul ou confronté à un nombre d’œufs plus petit, il aurait pu mener à bien la résolution de ce problème. C’est dire que la tâche doit présenter un enjeu suffisant (ne pas être trop simple à traiter), mais également ne pas dépasser la charge de travail acceptable pour l’élève. C’est dire aussi que certaines compétences doivent être suffisamment disponibles et rendues routinières pour laisser un espace de travail suffisant pour des tâches nouvelles. Le choix des situations par l’enseignant et, surtout des valeurs données à certaines variables de ces situations est donc essentiel et ne peut être conduit qu’en prenant en compte les possibilités des élèves. Si la situation est trop simple, l’élève n’a rien de nouveau à apprendre. Si elle est insurmontable ou incompréhensible, il ne peut pas apprendre. L’analyse a priori des situations proposées permet de faire les choix les plus judicieux.
 
Un autre statut pour l’erreur… Une autre idée de l’évaluation

Certaines difficultés et certains échecs peuvent être rapportés à la relation à l’erreur qu’entretiennent élèves et enseignants. L’erreur est souvent considérée comme ce qui ne doit pas advenir, ce qu’il convient d’éviter, ce qui est sanctionné et corrigé immédiatement. D’où la crainte de se tromper, évoquée précédemment. Il faut pourtant parvenir, enseignants comme élèves, à se convaincre que l’erreur fait partie du processus d’apprentissage. D’une part, elle montre les points faibles des connaissances et son analyse révèle souvent non pas une absence de connaissance, mais une manière de connaître qu’il s’agit de faire évoluer. D’autre part, le travail des élèves autour des réponses erronées est l’un des ressorts de l’apprentissage. D’une certaine manière, le droit d’apprendre suppose le droit à l’erreur, l’objectif étant que l’erreur soit dépassée au terme de l’apprentissage. 
L’enseignant doit donc disposer des connaissances nécessaires (mathématiques et didactiques) pour être en situation de comprendre les difficultés de chaque élève et pour définir les moyens le plus adaptés à leur dépassement. Il doit aussi se penser comme professionnel du traitement des erreurs.
Cette position suppose, entre autres, une approche particulière de l’évaluation, largement développée aujourd’hui, qui distingue nettement deux éléments.
D’une part, la prise d’information sur l’état de savoir des élèves à un moment donné de l’apprentissage permet d’identifier les conceptions des élèves et, à partir de là, de réguler l’enseignement. La notation serait évidemment préjudiciable à la réussite de ce projet. Cette prise d’information ne nécessite pas, en général, de dispositifs particuliers. L’étude des productions des élèves, à partir des tâches qui leur sont proposées, est souvent suffisante au recueil d’informations. Seul, le souci d’approfondir l’investigation peut conduire à proposer des activités spécialement élaborées.
D’autre part, l’évaluation terminale qui clôt (toujours provisoirement) une période d’enseignement permet d’établir un bilan des acquis réalisés et des difficultés persistantes pour chaque élève. Là aussi, le souci didactique devrait conduire à établir un état des connaissances et des compétences de chacun plutôt que d’accorder une importance trop grande à la note, mauvaise mesure des connaissances de l’élève et très peu révélatrice des progrès accomplis et de ceux qui restent à réaliser. 
Dans une perspective d’aide et de remédiation, individuelle, en petits groupes ou collective, les deux formes précédentes de l’évaluation seront à nouveau à l’œuvre, dans la suite de l’action pédagogique.
Il faut garder à l’esprit que l’évaluation est un piège à connaissances, de trois points de vue : - Elle est là pour piéger, repérer, mettre à jour les connaissances des élèves. 
- Mal utilisée, elle risque de piéger l’élève en orientant son action vers le résultat (la note) plutôt que vers la connaissance.
- Elle peut également être un piège pour l’enseignant. Il suffit parfois de modifier légèrement (en apparence) l’énoncé d’un exercice ou d’un problème, de le proposer à un autre moment ou dans un autre contexte pour obtenir un résultat différent. 
Indispensable, l’évaluation doit donc être utilisée avec précaution, en ayant une juste idée de ce que l’on en espère et de ce qu l’on peut en attendre. 
(1) Stanislas Dehaene, La bosse des maths, Odile Jacob, 1997 
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