Journée Pédagogique ARPAM, Valenciennes, 5 Juin 2002, organisée avec le concours de l’IREM (Lille), de l’IUFM (Lille), du LAMATH (Valenciennes)

Haut Patronage de Monsieur le Recteur FORTIER

FRISES ET PAVAGES

(COMMENT LA NATURE REMPLIT-ELLE L’ESPACE ?)

Généralités

I Le choix du thème


Le thème « frises et pavages » est rattaché à un thème physique plus général, évidemment important, celui qu’emploie la Nature pour remplir l’Espace. Cette formulation de la thématique remonte à l’année 1992, au moment d’une réflexion sur la symétrie florale, et après une relecture du Timée (Platon) et L’Étrenne ou la Neige sexangulaire (Képler).

Le thème, frises et pavages, est plein de richesses de nature diverse.

1) Du point de vue historique et artistique, on pourra souligner son ancienneté, son caractère d’universalité, en montrant des réalisations faites à diverses époques et dans différentes civilisations.

2) Devant cette diversité, pour ne pas se laisser noyer par elle, une sorte d’instinct nous pousse à ranger, à classer, à trouver des éléments chaque fois plus raffinés de classification. On peut, par exemple, les classer, non seulement par date et civilisation, mais aussi selon les types de motifs : empruntés au monde végétal, au monde animal, géométriques, etc. On pourra montrer aux élèves des exemples illustrés de telles classifications.

3) Dès l’école primaire, de manière très graduée, rappelant l’acquis de l’année précédente, les professeurs d’art, de mathématiques, d’histoire, pourraient développer  de conserve un enseignement sur les frises, comprenant présentation, familiarisation et reproduction, observation, formalisation, réalisation.

4) Aucun recensement n’a été entrepris les lieux d’enseignements pratiqués à l’étranger sur les frises et les pavages. En voici deux : Houston Teachers Institute, et l’Université d’Harvard. L’ouvrage de George Martin cité dans la bibliographie fait référence à un cours donné aux professeurs d’école (qui transmettent donc sans doute une partie au moins de leur acquis à leurs élèves).

II Les frises

L’étude des frises par des élèves présente les intérêts suivants du point de vue de l’acquisition des connaissances et de la formation de l’esprit :


. Facilité d’accès au concept


. Attractivité artistique


. Aiguise le sens de l’observation


. Thème interdisciplinaire 


. Se prête aisément à une classification qui peut être formalisée

. Permet l’accès rapide à l’intelligence de l’une des structures parmi les plus     importantes en mathématiques

. Permet d’accéder à toutes les facettes de la géométrie et de la topologie de dimension inférieure à 4, par l’infinie variété des motifs possibles (de dimension 1 (courbes, nœuds) ou 2, pouvant aussi représenter des objets en dimension 3)

. Permet, par le choix des motifs, de conserver la sensibilité à l’intelligence spatiale

. Permet, par l’imposition de modification locale des règles, de construire des motifs de taille variable, et par conséquent conforte les bénéfices qu’apporte l’exercice du calcul mental sur l’agilité de l’esprit

. Permet d’approfondir une classe de motifs, par exemple les nœuds

. Permet également d’entrer dans le monde de la représentation analytique et sur écran via la programmation 

. Peut faire l’objet de travaux pratiques conduisant à un enrichissement de la théorie : par exemple, étudier des frises sur des espaces plans munis d’une autre métrique que l’euclidienne, définir et étudier une frise en dimension 3, étudier les effets de perspective et de lumière sur une frise dont les objets sont de dimension 3, création de frises non uniformes, le passage d’un motif au suivant étant également contrôlé par une application de déformation pouvant dépendre de paramètres, tracer une frise sur une surface riemannienne (discuter selon qu’elle est orientable ou non) avec contraintes données, étudier les sections d’une frise par une sous-variété.

Un premier enseignement à l’école primaire ?

Cet enseignement peut être dispensé dans les temps consacrés aux activités d’art plastique.

Les mathématiciens ont établi l’existence de 7 familles de frises planes (pas une de plus), classées par leurs symétries internes. On distinguera des frises formant des bordures « ouvertes » tracées le long de lignes sans fin, des frises formant des bordures « fermées », c’est-à-dire tracées le long de ligne se refermant sur elle-mêmes comme par exemple les carrés et les cercles. 

La première année, on observera sur des exemples que la plus simple des frises, celle par laquelle il faut bien sûr commencer l’étude, est la frise (… F F F …) de type noté souvent F1, et que je préfèrerai noter Ft (car engendrée par une translation t) : on voit qu’elle ne contient qu’un motif, se répétant à l’infini, chaque motif étant équidistant de ses deux voisins : rangées d’arbres vues de loin, bâtons, sapins stylisés, triangles, arbres en boules stylisés, cercles, carrés. Jeux de couleurs. Motifs plus savants.

L’année suivante, revenant sur le travail de l’année précédente, on s’aperçoit qu’on a probablement également réalisé des frises (… A A A …) dont le motif possède une symétrie « verticale », celle, très naturelle, liée à la gravité, ou encore, celle, bilatérale, de nous-même. On pourra noter d’abord Ftsv une telle famille de frises, pour signifier que le motif qui possède une symétrie « verticale ». On fabriquera un petit programme visualisant cette symétrie à l’aide d’un pliage virtuel. On remarquera alors la présence d’une symétrie entre deux motifs voisins. On expliquera alors pourquoi on peut noter par Fmm (m comme miroir) cette famille de frises. 

La troisième année, on pourra introduire une autre symétrie, plus rare, plus difficile, la symétrie qu’on peut observer si on a la chance d’être près d’un plan d’eau, lorsque les arbres, les montagnes, les nuages se reflètent sur le miroir de l’étendue limpide. La famille de frises ( … D D D …) ayant cette symétrie est notée F1m par certains mathématiciens mais je crois qu’il sera plus explicite de la noter Ftsh (sh pour symétrie horizontale). A ce stade de maturité, on montrera sur ordinateur, il faut donc préparer ou avoir sous la main un petit programme ad hoc de visualisation, le déplacement d’un motif sur son voisin, la création des motifs à partir d’un motif générateur. On introduit ici les notions de translation t, de générateur, de composition de translations. Propriété des translations et des symétries s : elles laissent invariantes les dimensions du motif (on peut introduire le terme d’isométrie). La visualisation de la composition des translations peut se faire par l’intermédiaire des sauts de longueur entière du « kangourou merveilleux » dont j’ai raconté les exploits dans l’un de mes premiers cours de DEUG il y a bien longtemps (les étudiants à Noël m’ont alors offert un tel kangourou, gonflable, jaune, que je possède toujours). 

L’année suivante, reprendre les notions et représentations vues les années précédentes, pour étudier les propriétés des compositions de translation, de symétrie, et introduire la structure de groupe. On reprend les exemples précédents : Ft = <t>, Ftsv = <t, sv>, Ftsh = <t, sh>. Etude du groupe des symétries par rapport à un miroir donné. On introduit la notion de frise « fermée » (frise qui court le long d’un cercle). On fait voir des invariances par rotation sur papier et sur ordinateur, et l’on voit les groupes de rotations d’angles π, /2, /3. Exemples d’« équivalences » de groupes. On note par F2 = Ttd <t, d> les frises (…S S S …) dont le motif possède une symétrie interne définie par une rotation d’angle π ou demi-tour d (on passe alors d’un demi-motif à un demi-motif adjacent par un autre demi-tour d’). Certes, Ftsv, Ftsh, Ftd sont des sous-groupes de Ft, et parmi les frises de Ftd, figurent les frises (… / \ / …) où l’on passe d’un motif au suivant par une symétrie verticale.  Le groupe des symétries de ces frises, noté Ftdsv = <t, d, sv) ou Fm2 par d’autres, est un sous-groupe des précédents.

La cinquième et dernière année de cet enseignement commence par un rappel du déjà vu, suivie d’une présentation animée sur ordinateur de ce qu’on appelle, selon les auteurs, le vissage, le glissement g (gliding en Anglais) qui devient le déplacement hélicoïdal dans l’espace usuel (il s’agit ici d’une translation suivie d’une symétrie par rapport à la direction de la translation). On note par Ftg = <g > le groupe de symétries de cette famille de frises (… ╔╚ ╔╚ ╔╚ …). Il est encore un sous-groupe de Ft. On introduit enfin le dernier groupe Fgd = <g ,d> de symétries de frises de la forme (…|\/||/\|  |\/||/\|  |\/||/\| …), sous-groupe de Fg comme de Ftd.

La création des frises 

peut se faire à différents niveaux :

. niveau réaliste, le motif est un objet commun

. niveau abstrait : sous-niveau uni et bi-dimensionnel, sous-niveau tri-dimensionnel (le motif peut alors être un cube, plus généralement un polyèdre ombré en perspective, un domaine spatial dont on fait apparaître une triangulation ,un pavage, une forme originale)

A tous les stades de l’enseignement, il paraît nécessaire de faire travailler les élèves à chacun de ces niveaux, de manière notamment à ce qu’ils ne perdent pas la sensibilité spatiale, la capacité de représentation mentale de l’espace tridimensionnel.

Afin de favoriser l’exercice indispensable du calcul mental, notamment par l’intermédiaire de l’emploi de la règle de trois, on pourra introduire des exercices où le passage d’un motif (simple évidemment) au suivant s’accomplit avec un changement d’échelle.

Enseignements liés à l’étude des frises dans le secondaire

Dans l’enseignement secondaire, il est nécessaire de former l’esprit à raisonner, à expliquer, à prouver. Cet exercice mental est trop tardif dans nos enseignements actuels : il explique en grande partie pourquoi si peu d’étudiants se tournent vers les sciences, avec les nombreux risques de toute nature que cette situation comporte.

On inclura donc, autant que faire se peut, des démonstrations. L’élève doit être capable de les refaire. L’une des démonstrations les plus simples, ne nécessitant pratiquement aucune connaissance, est celle de la possibilité de paver le plan par un quadrilatère quelconque. 

On peut ensuite essayer d’introduire un enseignement gradué d’éléments de la démonstration du théorème de classification des frises selon leur groupe de symétries. On peut également introduire assez tôt la représentation analytique du segment et celle du cercle, puis celles de quelques figures bâties à l’aide de ces deux formes principales. Ces figures correspondent à des objets plans ou bien à des représentations d’objets tridimensionnels élémentaires. 

On peut également montrer comment programmer ces objets pour les visualiser sur écran.

On peut étudier les effets de couleur et d’ombre, le mécanisme de la perspective.

De tels enseignements peuvent être distribués entre les professeurs de mathématiques, d’informatique, d’art plastique, de physique et de biologie.

Il semble que la première démonstration du fait que n’existe que 7 familles de frises soit due à Niggli en 1926 seulement. Cette date tardive signifie que le fait n’a rien de trivial. La démonstration suppose des analyses préliminaires approfondies. Elle n’est donnée qu’au chapitre 10 de l’ouvrage cité de G. Martin - ouvrage intéressant, composé de chapitres plutôt courts, qui fait manipuler tant la géométrie proprement dite que les représentations analytiques et algébriques, et propose de très nombreux exercices. Compte tenu de ce que les élèves doivent apprendre par ailleurs de manière indispensable, il paraît illusoire qu’on puisse parvenir à donner la démonstration complète dans le secondaire, sauf aux quelques élèves plus motivés. 

On peut alors concevoir, sur ce thème, à partir de la seconde, un enseignement spécifique que suivraient ces élèves.

Sites et Ouvrages sur les Frises et les Pavages


On ne trouve pas de site ni d’ouvrage uniquement consacré aux frises. Peut-être vaudrait-il la peine de bâtir une structure, compte tenu notamment des suggestions d’enrichissement de la théorie des frises.


La plupart des sites et ouvrages mentionnés ci-après contiennent des informations plus ou moins approfondies sur les frises.

Sites


Ils sont très nombreux à traiter des pavages. On se contentera ici d’en citer seulement quelques-uns : 

http://www.ac-lille1.fr/math/pavages.htm   

 http://arpam.free.fr/dedo.html
 http://arpam.free.fr/field.html
http://www.mathpuzzle.com/
 http://www.cs.whashington.edu/homes/csk/tile/
http://www.wallace.net/knots/
http://www.uwgb.edu/dutch/symmetry/log-spir.htm
http://www.ics.uci.edu/~eppstein/
http://www.hadron.org/~hatch/HyperbolicTesselations/
Ouvrages

[1] A.Deledicq-R.Raba :  Le monde des  pavages, Editions du Kangourou, Paris, 1997

[2] David W. Farmer :  Groups and Symmetry,  A Guide to Discovering Mathematics, Am. Math. Soc. (mathematical World Series, vol.5) 1996 (Pour débutant, primaire, début du secondaire ; pas d’exercices)

[3] A. L. Loeb : Concepts and Images, Visual Mathematics, Birkhäuser, Basel, 1993 (pour le secondaire; pas d’exercices)

[4] George W. Hart  and  Henri Picciotto : Zome Geometry, Hands-on Learning with Zome Mode,   Key Curriculum Press, 2001 (pour le secondaire)

[5] M. Field, M. Golubitsky : Symmetry and Chaos, Oxford University Press, 1992 (un très beau livre de mathématiciens artistes, présentation claire de quelques notions de base)

[6] M. A. Armstrong : Groups and Symmetry, Undergraduate texts in Mathematics, Springer-Verlag, 1988  (introductive)

[7] George E. Martin : Transformation Geometry, An Introduction to Symmetry,  Undergraduate texts in Mathematics, Springer-Verlag, 1997 (4e edition) (riche ; le seul qui donne une démonstration complète des théorème de classification ; très nombreux exercices)

[8] B. Grünbaum, G.C. Shephard : Tilings and Patterns, an introduction, Freeman and Cy, New York, 1998  (ouvrage volumineux de base renommé, ne concerne que le plan euclidien)

[9] H.S.M. Coxeter, J. Moser : Generators and relations for discrete groups, Springer-Verlag, 1980 (un classique sur les groupes discrets)

[10] J. G. Ratcliffe : Foundations of Hyperbolic Manifolds, Springer, 1994 (excellent exposé sur les pavages, en particulier dans les espaces hyperboliques)

Les amateurs intéressés par la diversité des créations de frises et de pavages au cours des temps pourront consulter l’ouvrage encyclopédique de

O. Jones : The Grammar of Ornaments, Van Nostrand Reinhold, New York, 1968 

Syed Jan Abas & Amer Shaker Salman (Univ. Wales) with forewords by Ahmed Moustafa and Sir Michael Atiyah, President of the Royal Society : Symmetries of Islamic Geometrical Patterns, World Scientific Publishing Co, 1994 (ouvrage très complet sur l’art arabo-andalou) 
Jean-Marc Castera & Hélène Jolis : Géométrie douce, Art géométrique arabo-andalou, mode d’emploi, édité par les auteurs, Atelier 6 ½ rue des cinq diamants, 75013 Paris (très bel ouvrage peut-être maintenant introuvable sur la manière de construire les motifs)

Une vidéo : A.F. Costa & B. Gomez : Arabesques and Geometry, Springer VideoMATH, ISBN 3-540-92640-2, durée 21 Min.

III Les pavages

Introduction

La classification des groupes de symétrie des pavages réguliers du plan et de l’espace usuel a été donnée en 1891 par Fedorov.  Son résultat a été redécouvert par Fricke et Klein en 1897, puis par Polya, également par Niggli, tous deux en 1924. Une démonstration fait l’objet du chapitre 11 de l’ouvrage de G. Martin. Seuls quelques spécialistes voudront la lire entièrement.

L’intérêt de parler des pavages du plan est notamment de faire voir l’un des nombreux liens entre la physique et les mathématiques, de permettre l’introduction de quelques notions très générales (et donc importantes) et de quelques faits essentiels, assez simples à démontrer au niveau universitaire les concernant.

Si quelques informations sur les mathématiques liés à ces pavages peuvent être données dans le secondaire, il est exclu qu’on puisse entrer dans le détail, sauf peut-être dans quelques cours d’option. 

Le but des lignes qui suivent, elles s’inspirent en grande partie de l’exposé de Ratcliffe [10], est simplement de rappeler quelques-unes de ces notions, en faisant apparaître la nécessité de leur prise en considération dans l’étude des pavages, et de donner en même temps quelques résultats principaux sur la construction de ces pavages. 

La notion d’espace (géo-)métrique


Les pavages concernent des domaines structurés par des corsets métriques, et appelés espaces géométriques ou encore plus simplement espaces métriques. Par exemple un domaine représenté par R (domaine de points Pr disposés n’importe comment, mais tel qu’à chacun d’eux on peut associer, de manière biunivoque, un nombre réel r), muni de la distance de P0 à Pr égale à la valeur absolue de r, est appelé un espace euclidien ou pythagoricien réel à une dimension : il est noté R (si ses points sont des éléments de R) ou E1 dans le cas plus général. Plus généralement, un espace euclidien ou pythagoricien à n dimensions En est un domaine de points Pr représenté chacun par un ensemble unique r (vecteur numérique) de n nombres réels (r1, …, rn), de sorte que le carré de la distance entre Pr  et Pr’  est la somme (r1 – r’1)2 + … + (rn – r’n)2. Les espaces géométriques plan ou tridimensionnel usuels, notés respectivement R2 et R 3, sont les plus familiers.

Un domaine représenté par exemple par R  peut être muni d’une infinité de métriques : on peut par exemple évaluer la distance du trajet entre Paris et Marseille, en km certes, mais aussi en litres d’essence consommés par une voiture de type donné, ou bien par l’usure de ses pneus. 

Voici trois exemples classiques d’espaces géométriques, très proches parents. Sur un domaine à deux dimensions représenté par R2, dit domaine « plan », on peut par exemple imposer que d2(P0, Pr) = a r12 + b r22 où a et b sont deux réels :

- lorsque a et b sont positifs, un changement de variable simple nous ramène au cas particulier euclidien où a = b = 1. Le sous-domaine des points situés à la distance 1 de P0 est un cercle S1. On peut s’assurer que l’angle θ que font entre eux les rayons P0P et P0P’, où P et P’ sont deux points du cercle, définit une distance entre P et P’ : on dit alors que S1 est muni de la métrique sphérique. 

La rotation de S1 autour de l’un de ses axes de symétrie engendre la sphère ordinaire S2 qu’on peut munir de la même métrique sphérique.

- lorsque a est positif et b négatif, un changement de variable simple nous ramène au cas particulier où a = 1, b = -1. La « distance » d(P0, Pr) telle que dL2(P0, Pr) = r12 -  r22  sera appelée une « distance » de Lorentz : ce n’est pas toujours un nombre réel. R2 muni de cette « distance » est appelé un espace de Lorentz à deux dimensions ; il est noté R1,1. 

- L’équivalent du cercle dans cet espace est l’hyperbole équilatère dans R2. On note par H1 la demi-hyperbole pour laquelle r1 > 0. La distance de Lorentz provient du produit scalaire de Lorentz : <P, P’>L = r1r’1 – r2r’2 – les mathématiciens ont ici formalisé le phénomène de contraction du temps introduit par Lorentz en 1895. On a bien alors dL2(P0, Pr)  =  <Pr – P0, Pr – P0> = (r1 – 0) (r1 - 0) – (r2 – 0) (r2 - 0). Le produit scalaire euclidien de deux vecteurs est égal au produit des longueurs euclidiennes de ces vecteurs par le cosinus de leur angle. De même, le produit scalaire de Lorentz de deux vecteurs est égal au produit de leur longueur de Lorentz par le cosinus hyperbolique de l’angle de Lorentz λ(P,P’) qu’ils font entre eux. La valeur de cet angle définit également une distance, la distance hyperbolique entre les points P et P’ de H1 : dH(P,P’) = λ (P,P’). Muni de cette distance, H1 est un espace hyperbolique à une dimension.

La rotation de la demi-hyperbole H1 autour de son axe de symétrie engendre H2 qu’on peut munir de la même métrique hyperbolique.

- Toutes les notions précédentes s’étendent aux dimensions supérieures. Par exemple l’espace de Lorentz à n dimensions R1,n-1  s’obtient en munissant Rn du produit scalaire <r, r’>L  =  - r1r’1   + r2r’2  + … + rnr’n.

Les notions de motif et de pavage

Soit M une partie d’un espace géométrique E. Prenons par exemple pour M une orange dont la peau est infiniment mince : cette peau sera appelée son bord ∂M. L’orange munie de la peau est dite fermée, sans la peau elle est dite ouverte. 

Une partie fermée M de E sera appelée un motif. Ce motif sera dit agréable s’il est possible de remplir la totalité de l’espace E avec de tels motifs, de sorte que deux motifs quelconque n’aient au plus en commun que des points de leur bord respectif. On dira alors que E est pavé de manière régulière par M.


On peut paver l’espace usuel avec des cubes, mais non point avec des sphères. On peut paver l’espace plan usuel avec des carrés, mais non point avec des pentagones : on peut accoler deux pentagones, mais non pas trois d’entre eux sans qu’un vide ne les sépare partiellement ou qu’ils se recouvrent.

Caractérisation des motifs par leur groupe d’isométries

La notion d’isométrie

Etant donné un pavage régulier par le motif M, on peut déplacer l’un quelconque d’entre eux de manière à ce qu’il prenne la place de l’un de ses voisins. Ce déplacement, qui conserve évidemment toutes les longueurs du motif initial, s’appelle de manière générale une isométrie. 


On suppose que la métrique est définie par un produit scalaire < , >.  Puisqu’elle conserve les longueurs, une isométrie h : E → E  doit  vérifier la relation <h(r), h(r)> = <r, r>, où comme précédemment, r désigne le vecteur numérique représentatif du vecteur géométrique OP. Génériquement, une telle application est linéaire, propriété qu’on supposera toujours vérifiée dans la suite.



Un programme d’étude des pavages réguliers consiste donc à essayer de comprendre d’abord comment sont faites les isométries, à les classer, et à examiner celles qui sont caractéristiques d’un motif particulier M. Cela fait, on examinera les conditions à remplir pour pouvoir paver l’espace avec ce motif.

Il existe plusieurs manières de caractériser les isométries. Les énoncés généraux suivants concernant les isométries euclidiennes ont leur pendant dans les autres géométries classiques. 

1. Une isométrie euclidienne h est la combinaison d’une translation représentée par un vecteur constant t et d’une rotation R, qu’elle soit de sens positif ou négatif :

h(r) = t  + R(r) 


(La preuve formelle de ce résultat intuitivement évident s’obtient en se servant de la définition d’une isométrie et des propriétés de la rotation).




2. Les réflexions ou symétries s par rapport à des miroirs géodésiques, des miroirs linéaires dans le cas euclidien, sont également des isométries. Un miroir linéaire m d’un espace euclidien à une dimension est un point, à deux dimensions une droite, à trois dimensions un plan, à n dimensions un hyperplan (sous-variété linéaire a priori affine de dimension n-1). Si A est le point du miroir le plus près de l’origine O, OA, de longueur |a| est porté par la normale au miroir. Soit n les coordonnées du vecteur normal unitaire ON orthogonal au miroir, et x les coordonnées d’un point X du miroir, ON .OX = <n,x> = a où  <n,x> désigne le produit scalaire euclidien de n par x. Le symétrique P’du point  P par rapport à m est situé sur une perpendiculaire au miroir passant par P, ce qu’exprime la relation OP’ = OP + PK + KP’ = OP + kn  où K désigne la projection de P sur m parallèlement à n, les vecteurs PK et KP’ sont égaux, k est scalaire dont la valeur est déterminée par cette dernière propriété. Comme PK a pour longueur a - <n,r>, l’image P’ de P par la réflexion sur le miroir m est représentée par le vecteur numérique

r’ = s (r) = r + 2(a - <n,r>)n .


De manière générale, toute isométrie de En peut s’obtenir par composition d’au plus n + 1 réflexions sur des hyperplans. (La preuve consiste à partir de l’énoncé 1, à remplacer la translation par une première symétrie, puis à décomposer la rotation en symétries par rapport aux hyperplans vectoriels médiateurs des vecteurs du repère canonique et de leurs images).



3. On montre en particulier, dans le cas de la dimension 2, que toute isométrie euclidienne est soit une translation, soit une rotation, soit un glissement. La classification des isométries sphériques et hyperboliques est voisine de la précédente. Les démonstrations peuvent être géométriques ou algébriques.


4.  L’ensemble des isométries a la structure de groupe.

Isométries liés aux motifs polyédriques
L’observation des merveilles de la nature a conduit tout naturellement les savants (depuis les constructeurs de pyramides ?) à répertorier, étudier, classer les formes polyédriques. Les cristallographes, avec surtout Bravais (autour de 1850), sont conduits à étendre l’étude grecque des polyèdres euclidiens dans l’espace usuel. Le développement de la théorie des groupes au XIX-ième siècle apporte de nouveaux outils. Des notions complémentaires sont créés au cours du XX-ième siècle (comme les groupes de réflexions de Weyl, les groupes et graphes de Coxeter).

Dans cette optique, le motif est un polyèdre qu’on supposera toujours convexe. On commence l’étude du cas par le plus simple où le polyèdre est régulier ; lui correspond, dans le plan, le polygone régulier.


A un facteur d’échelle près, celui-ci est entièrement caractérisé par les symétries globales et locales qu’il renferme, les propriétés de leur bord. Elles s’organisent en sous-groupes finis, plus généralement discrets, du groupe des rotations du plan.

Ces données amènent à étudier les propriétés des polygones, polyèdres, celles des groupes discrets qu’on peut construire comme sous-groupes du groupe continu des isométries.


En ce qui concerne les polygones et polyèdres, leur bord est constitué de portions fermées d’hyperplans appelées faces, l’angle dihédral φ(F,F’) entre deux faces adjacentes F et F’ ayant toujours même valeur si le polyèdre est régulier. Cet angle est défini par celui de deux géodésiques (droites dans le cas euclidien) orthogonales aux faces et passant par un point quelconque de leur intersection. Chaque face est elle même un polyèdre (si la dimension de la face est supérieure à 2) ou un polygone (si cette face est de dimension 2).

        
On définit un cycle d’ordre k de polyèdres adjacents comme une suite Π1, Π 2, …, Π k de polyèdres tels que :  Π i + k = Π i  pour tout i, tout polyèdre Πi  possède deux faces adjacentes Fi  et Fi+1 de sorte que  Πi ∩ Πi+1 = Fi+1,  la somme des angles dihédraux entre faces adjacentes vaut 2π, en dimension supérieure à 1, l’intersection des Πi  est une face de Fi quel que soit i.


Si on considère un polyèdre particulier, on peut définir une notion correspondante de cycles de sous-faces d’ordre k. La somme des angles entre les sous-faces est alors en général une fraction de 2π (2π/p) (p entier, p = 1 pour le polygone formé par les sous-faces de dimension 1 des faces du cube).


On considère maintenant les groupes de symétrie discrets. En dimension 2, ce sont soit des groupes cycliques Cp engendrés par une rotation d’angle 2π/p, soit des groupes dihédraux Dp. Dp est le groupe des symétries des polygones réguliers à p côtés. Il contient le groupe Cp, et les p réflexions autour de p axes de symétrie du polygone : Dp est d’ordre 2p.


Comme toute isométrie peut être engendrée par des réflexions, et que la rotation est une isométrie, Dp est en totalité engendré par de telles réflexions. C’est le cas de tout groupe G d’isométrie discret. Ils appartiennent à une classe très générale de groupes appelés groupes de Weyl. Les réflexions se font par  rapport à des hyperplans vectoriels qui découpent le motif en chambres.


Il est un autre moyen, dual du précédent, pour décrire les isométries de polyèdres, par l’examen de leurs effets sur les faces. On montre en effet ceci : deux faces F et F’ du polyèdre Π étant données, il existe un unique élément gF du groupe discret d’isométries G de Π tel que F ∩ gF(Π) = F’. De plus gF-1(F) est une autre face de Π.


Soit alors {Fi} l’ensemble des faces de Π, et pour tout couple d’indices i et j, pij =  π/ φ(Fi ,Fj). Alors <gFi ; (gFigFj)pij = 1 >, où 1 désigne l’application identique, est une présentation du groupe discrets d’isométries du polyèdre Π, c’est-à-dire que le groupe engendré par la composition des gFi soumis aux relations (gFigFj)pij = 1 est, à un isomorphisme près, celui de G.

Un groupe qui se présente sous cette forme est un groupe de Coxeter. Les sommets du graphe de Coxeter associé à ce groupe représentent les indices, une arête joint deux sommets seulement si pij > 2. On marque sur l’arête cette valeur sauf, par convention, lorsqu’elle est égale à 3. Les groupes de Coxeter sont ainsi décrits par leurs graphes.

Un théorème de pavage



Si Π est un polyèdre convexe n-dimensionnel ayant un nombre fini de faces et de volume fini, dont tous les angles dihédraux sont des sous-multiples entiers de π, alors l’espace X = En, Sn ou Hn  peut être pavé par Π. 

Exemples : Soit un triangle (composé d’arcs géodésiques) d’angles aux sommets π/a, π/b, π/c. 

1) Si X = R2, la somme des angles du triangle vaut π/a + π/b + π/c = π. A, b, c devant être entiers, il n’existe que 3 solutions possibles, 3 triangles avec lesquels obtenir un pavage régulier du plan : a = b = c = 3, a = 2 et b = c = 4, a = 2 et b = 3  et c = 6. 

2) Si X = S2, (on « gonfle » le plan du triangle) alors π/a + π/b + π/c > π. On a une infinité de solutions données par : 1/2 + 1/3 + 1/3 > 1,   1/2 + 1/3 + 1/4 > 1,  1/2 + 1/3 + 1/5 > 1, et  1/2 + 1/2+ 1/3c> 1.

3) Si X = H2, alors π/a + π/b + π/c < π : cette inégalité admet une infinité de solutions.

C.-P.Bruter
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